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第壹章 緒論 
第一節  研究動機與背景 
某天，午休。 
「老師，我可以跟你聊聊嗎？」 ，一個在班上數學成績還不錯的學生要求。 
「老師，你在上課時講的那些證明題，我都不會！」 ，他說。 
某天，檢討考卷時。 
「嗯？這些證明題不是在課堂上都講過的嗎？一模一樣耶！」 ，我問。 
「老師喔～我知道啊，可是就是寫不出來嘛！」 ，許多學生大聲回答。 
「…，怎麼會這樣呢？」 ，我想。 
 
  證明是數學訓練的基礎，因為證明是數學家使用來建立數學陳述有效性的公
約協定（Martin，2002） 。證明是數學的一個不可或缺的特徵，同時也是數學教
育中的一個重要成分（Hanna，1996） 。 
  在我國以及許多其他國家，學生首次接觸到形式化數學證明是在幾何課程，
也就是所謂的歐氏幾何證明。一直以來，不少的研究提出學生在幾何證明的學習
困難和低落的學習意願；而研究者本身在國中任教，也的確感受到學生在幾何證
明的習得無助與掙扎。 
  近幾年來，測驗型態的改變，國中生對於形式化的幾何證明的學習意願更加
低落；研究者訪談一些資深的國中數學教師，絕大多數的教師仍堅持會在課堂中
講解形式化的證明，而教師堅持的原因最常見的是”因為這（幾何證明）可以訓
練培養學生的邏輯推理能力！”。 
  在國中的教學現場，一般教師的幾何證明教學是以講述式教學為主；而學生
在幾何推理證明的學習，也主要是來自於學校的數學課堂。雖然說，讓學生能夠
建構證明是一個重要的教學目標，不過建構證明的能力建立不是一蹴可及；在那
之前，研究者想知道的是：當教師在課堂中作幾何推理、講幾何證明時，學生是第壹章  緒論 
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否學到了？並且學到了些什麼？ 
  不同於以往許多研究探討的是學生在幾何證明的建構能力，研究者欲探討的
是學生學到多少教師在課堂中所作的推理證明？以及，教師的教學又是如何影響
學生的學習？要怎麼教才能讓學生學會教師所作的幾何推理或證明？ 
 
 
 
第二節  研究目的暨研究問題 
 
研究目的： 
1.  探討國三學生對於課堂中教師幾何教學內容之習得情形。 
2.  探討教師的教學對學生習得幾何推理證明之影響。 
 
研究問題： 
1.  國三學生對於課堂中教師所教的幾何性質之習得情形為何？ 
2.  國三學生對於教師所作的推理證明之中： 
（a）  主要成分的抓取情形為何？ 
（b）  局部推理的抓取情形為何？ 
（c）  邏輯序列的抓取情形為何？ 
3.  國三學生對於教師所作推理證明之重要轉折的抓取情形為何？ 
4.  教師的教學對學生在問題 2 和問題 3 的習得情形之可能影響為何？ 
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第三節  名詞界定 
 
1.  幾何教學內容：教師在課堂中所介紹的幾何性質、以及教師對該幾何性質的
推理說明或是所作的形式證明。 
一般來說，國中教師在幾何課堂中教學的內容主要是介紹幾何概念（例
如，切線、弦心距） 、幾何性質（例如，弦心距會垂直平分所對應的弦長） 、
驗證幾何性質的證明、應用幾何性質的計算題與證明題等。在本研究中，研
究者聚焦在教師在課堂中介紹的幾何性質，以及針對該性質所作的推理說明
或形式證明。 
 
2.  習得情形：幾何性質敘述及推理證明可能會有不同的方式，當學生寫出的內
容表達出教師所教的方式即稱為學生習得。 
 
3.  主要成分：在推理或證明步驟中， （1） 依據已知、性質或前面步驟已推得 （子）
結果所推得的（子）結果且是該步驟中最強調的重點； （2）是過
程中所需的一個運作（operation） ，例如，連接線段AB。 
 
4.  局部推理：一般而言，局部推理並沒有明確的定義，多指少步驟或多參照物
的推理型態；本研究界定之局部推理乃參照 Duval（1998）之界
定
1；即將至少三個以上的命題依其狀態組織起來成一個「演繹
                                           
1 Duval（1998）認為以演繹的方式進行理論的推論過程中，其論證的組織方式有三個層次： （1）整體的層
次、 （2） 局部的層次 、 （3） 微觀的層次 。 其對局部的層次的敘述為 ： a local level in which at least three proposition 
are organized according to their status (hypothesis or previous conclusion , definition or theorem , local 
conclusion)。再依照 Duval 對於一個演繹步驟的敘述為：a valid deductive step of reasoning requires three kind 
of status： 《premise》 、 《conclusion》 、and a third statement, most often a theorem. 第壹章  緒論 
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步驟」 。將一個或兩個以上的「演繹步驟」合成起來，使得最後
推出的結論為「主要成分」 ，這樣的演繹步驟組合即為本研究中
的局部推理。 
 
5.  邏輯序列：證明中「主要成分」的前後邏輯次序。由於有些「主要成分」之
間是平行的，並沒有絕對的先後次序，所以一個幾何證明的主要
成分間可能有不只一種邏輯序列。 
 
6.  重要轉折：所謂轉折，研究者的界定是： （1）兩個連續的步驟，當前一個步
驟結束，要開始下一個步驟時，中間的銜接。而要成功作出這個
銜接可能需要經過思維的切換、或選擇要帶入哪些條件資訊、或
新增幾何物件等；或是（2）兩個平行的步驟間的銜接。研究者
與專家挑選證明中幾個學生可能會感到困難的轉折，界定為「重
要轉折」 。 
 
 
                                                                                                                         
 第貳章  文獻探討 
5 
 
第貳章 文獻探討 
第一節  以幾何推理證明為主題的研究 
 
推理和證明是數學的基本且十分重要的面向（Martin，2005） 。證明一直以
來被數學家視為是訓練和實行數學的核心（Knuth，2002a） 。 
 
一般書本，尤其是西方的著述，都公認數學證明始於公元前 6 世紀。據說當
時的數學家、哲學家泰勒斯證明了幾條幾何定理，包括如直徑把圓平分、等腰三
角形的底角相等，對頂角相等之類。到了公元 4 世紀，歐幾里得寫成了不朽巨著
《原本》 。他從一些基本定義與公理出發，以合乎邏輯的演繹手法推導出四百多
條定理，從而奠定了數學證明的模式（蕭文強，民 87） 。 
 
從 1980 年開始，解題、溝通與連結等能力一直是數學教育努力的目標。而
支撐這些能力的基本因子，就是數學論證能力。而談到數學論證，最容易引起許
多研究者辯論探討的內容就是幾何證明。但直到今日，在許多國家幾何證明的教
學仍出現不少問題，例如形式化證明在學校幾何課程的強調比重，是教育學者持
續爭辯的主題之一（Battista，1995） 。 
 
關於數學證明的教育研究，多數以建構數學證明（ proof  construction）作為
研究的主體。與幾何證明相關的教育研究，亦是如此。 
不少研究發現學生持續在與幾何證明奮鬥（McCrone，2004） ，絕大多數的
學生在建構幾何證明時遭遇困難，並且表現欠佳。例如，Senk（1985）報導
CDASSG
1在名為”學生如何寫幾何證明”（How Well Do Students Write Geometry 
Proofs）的研究結果提出，在全年幾何課程中，學過證明寫作並在測驗中得到通
                                                 
1  The cognitive development and achievement in secondary school geometry project(CDASSG) 第貳章  文獻探討 
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過認可的 1520 位學生，只有大約 30％在證明寫作上可以達到 75％的熟練度。林
福來（2003）進行台灣地區全國性抽樣調查，剛學完幾何證明單元的 1059 位國
三學生，有四分之一可作出可接受的證明，三分之一是不完備的證明，有三分之
一是空白或無關敘說。 
為什麼學生在建構幾何證明的表現不佳呢？許多研究致力於探討其原因。 
有些學者由學生的幾何認知成熟度的觀點切入，對照學生在幾何證明寫作成
就與其處的 Van Hiele Level，試圖找出學生的幾何認知成熟度與建構幾何證明能
力的關係（Usiskin，1982；Senk，1989） 。也有些學者，由學生擁有的知識、概
念的面向來探討，例如，Moore （1994） 調查分析主修數學或數學教育的研究生，
歸納分析出三個學生作證明時困難的來源，其中一個是「概念理解」 ，而概念理
解包含概念定義、概念心像以及概念使用等三部份；Eyanayake（2003）提出學
生未擁有所需的內容知識（content knowledge）也是造成學生作證明困難的原因
之一。 
此外，除了探討造成學生建構幾何證明的困難之原因，影響學生建構證明能
力的因素（Martin，2002；Reiss，2002） 、幾何證明建構能力的發展（Heinze，
2008）等研究也持續發展。 
 
許多教學實驗和學習策略的設計，希望幫助學生克服學習幾何證明的困難、
或是能提昇學生建構幾何證明的能力。例如，吳慧真 （1996） 發展分析能力套件、
動手操作、邏輯序列、及破除迷思等套件進行教學實驗；詹玉貞（1999）利用
Polya 的四個解題步驟，為國中資優學生設計學習幾何證明的教材；林福來、鄭
英豪（2003）提出「閱讀著色」和「解析提問」的學習策略，來幫助寫出不完備
證明的學生能提昇至可接受證明的層次。 
也有些研究，利用動態幾何軟體，讓學生藉由實驗操作察覺一般性的規律、
進行臆測和檢驗的活動，進而發展形式論證的能力（Holyles  ＆Healy，1999；黃
哲男，2001） 。自從 Balacheff （1990） 發現數學論證教材太強調證明的邏輯觀點，第貳章  文獻探討 
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而忽略數學活動中社會實作的面向，藉由合作學習來幫助學生學習幾何推理與證
明的教學實驗也開始出現。 （李宜芬，2001） 
 
除了前面提出的，關於學生建構幾何證明的能力等議題，學生所作的證明類
型、學生對於證明本質的理解（proof understanding）也是在幾何證明的教育研究
中廣為討論的議題（ Balacheff，1991；Sowder  ＆ Harel，1996；Healy  ＆ 
Hoyles  ，1998；McMrone  ＆ Martin ，2004） 。 
從前面的探討可以發現，以往的幾何證明研究議題主要是圍繞在學生的證明
寫作表現；而對於教師教學面向，常見的是設計特定的教學實驗和學習策略，進
行教學後，再檢驗對於學生建構幾何證明能力的成效。 
 
然而，對一般學生而言，影響其幾何證明建構能力的重要場域乃是學校的數
學課堂。而學校數學教師所進行的幾何證明教學的內涵與特徵又是什麼呢？ 
 
Heinze（2004）提出學生對於證明的觀點（students’ views on proofs）以及證
明的能力都顯著地受到數學課堂的影響。Heinze 分析了 20 節八年級的幾何推理
和證明課堂教學實錄，參考 Beoro（1999）描述的專家證明歷程模型，完全從數
學的觀點下，分析教師的教學在五個面向的表現優劣，並且統計在各面向所花費
的時間，是一個量化研究。此研究的目的是想知道在德國的數學課堂中，幾何證
明是怎麼被教學的，以及教師在證明過程中強調的是哪些證明的面向。 
但是，關於教師的幾何推理和證明教學及其強調的面向，如何影響學生在幾
何推理證明的學習，此研究並沒有收集相關的資料。 
 
Boaler（2003）和 Middleton 等人（2002）曾提出建議：教學與學習之間關
聯的研究對於橋接研究和實作之間的鴻溝是很重要的。 
在近代的證明與論證的研究中，教師教育和教室實作（classroom practices）第貳章  文獻探討 
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的教誨面向是幾個新興引起注意的研究面向之一。 （Boero，2007） 
 
Martin（2005）認為學生作證明的困難已經在以往的研究中被好好地研究
了，但是將教學法因素（pedagogical factors）和學生幾何證明學習相連結的研究
仍很有限。Martin 進行連續三年的研究，從在數學課堂中拍攝教學實錄和實地觀
察手札，從數學教室中的社會脈絡出發，分析在幾何證明的教學和學習過程中，
教師行為與學生行為間的交互作用、微觀文化（classroom microculture）和教師
的教學決定（pedagogical choices） ；並且設計問卷測驗學生的證明建構能力和學
生的證明信念，試圖找出前述教室中的交互作用對學生學習證明的潛在影響。 
 
雖然，Heinze 和 Martin 都走入實地的教學課堂，但是 Heinze 是從數學、專
家的觀點，單方面地分析教師教學而沒有與學生的學習相連結；Martin 雖然探討
了幾何推理證明課堂中教師教學與學生學習之間的關係，但是在學生面向所關心
的是學生對於證明的信念和建構幾何證明的能力。 
 
在我國，普遍來說學生對於幾何證明的學習主要還是來自於學校課堂中的教
學；並且國中數學教師常見的做法是透過在課堂中講解幾何證明題，將幾何推理
技能、證明想法傳達給學生。因此，在討論學生從教師課堂中的教學建立建構幾
何證明的能力之前，研究者認為，學生對於教師在課堂中所做的幾何推理證明學
會了多少？學到了什麼？應該是個值得探討的問題。 
研究者決定針對學生對教師課堂中所作幾何推理證明的習得情形進行研
究，並且嘗試分析教師的教學對於學生習得幾何推理證明之可能影響，提供適用
於我國國中教學現場的幾何證明教學建議。 
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第二節  數學證明的結構 
 
任何邏輯證明都是由論題、論據、論證三個部份組成。論題是需要證明其真
實性的判斷，論據是用來證明論題的真實性所引用的那些判斷，論證就是根據論
據進行一系列推理來證明論題的真實性的思維過程。 
數學中的證明通常分為已知、求證、證明三個部份組成。其中求證就是論題，
是有待證明其真實性的數學命題；已知是構成證明題的給定條件及數據，為論據
的一部分。證明就是論證過程，它的每一個推理過程都必須根據論據，而這些論
據包括已知及已建立的公理、定義、定理等。 （楊弢亮，1982） 
NCTM在2000年的課程綱要中描述證明是“arguments consisting of logically 
rigorous deductions of conclusions from hypotheses＂。 
Andreas（2007）在定義學校數學中的證明時提到：證明是一個數學論證，
用來支持或反對一個數學主張（claim）的一系列相連結的斷言（assertion） 。組
成數學論證的三個組成元素： （1）可被教室社群所接受的陳述（例如，定義、公
設、定理等） 、 （2）有效並且為教室社群所知道的推理形式（例如，窮舉、舉反
例、反證法等） 、 （3）適當的且可被教室社群接受的表達形式（例如，語言、符
號、表格、圖表等） 。 
從前面對於「數學證明」的定義，可知數學證明的組成元素是許多的命題或
陳述，而且這些命題陳述並不是雜亂無章地隨意串連，而是從已知或假設朝向求
證，可藉由不同的推理形式，將這些命題與陳述串連起來。 
 
Duval（2002）對幾何證明中的有效推理提供一個複雜但深入的結構分析：
一個有效的推理包含兩個階段的推論組織：第一個階段是將許多命題
（proposition）組織成一個演繹步驟（deductive step） ，第二個階段則是將許多演
繹步驟組織成一個證明。 
在第一個階段，連結命題成為一個演繹步驟需要考慮的是命題的狀態第貳章  文獻探討 
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（status）而不是命題的內容。所謂狀態是指命題在推論過程中所攜帶的一個特
殊的功能（function） ，例如假設、前提、結論…等。一個有效的推理演繹步驟需
要三種狀態，分別是”前提”、”結論”而第三個陳述，通常是一個定理。 
第二個階段，是要將演繹步驟組織成一個證明。大部分的證明需要一個以上
的演繹步驟，而連接演繹步驟的目的是為了朝向最終的目標結論。 
而這中間的連接具有三個特徵： （1）演繹步驟的結論會在下個步驟中被重
複，並且結論的狀態會改變。因此每個步驟的前提有可能是前個步驟的結論或者
是一個假設，因此，有時會出現平行的演繹步驟序列。 （2）從一個步驟到下一個
步驟，只有結論會被保留，步驟中的其他陳述是可以被忘記的。 （3）有效的演繹
推理是經由中介結論（intermediary conclusion）間成功地取代，從第一個步驟的
結論朝向最終的目標結論。 
Duval 又提到，在幾何證明中任何有效的推理攜帶著兩種相當不同的作用，
分別是分解（detachment）的運作，依據特定的狀態並使用定理來組織陳述，如
此產生新的結論；以及取代（substitution）的運作，即是後面的新結論取代前一
步驟的結論 ， 而其他的新結論就依循這樣的方式產生 。 最後 ， 藉由收起 （taking up）
每一個結論作為下一個步驟的前提來保證取代過程的連續性。 
研究者認為，分解的運作是發生在第一個將命題組織成演繹步驟的階段；而
取代的運作和收起則是發生在第二個將演繹步驟組織成證明的階段。 
 Duval 所提出的兩個階段推論組織，詳細地描述從命題或陳述串連成證明的
過程中的動態變化，從細部（命題）到局部（演繹步驟） 、再從局部（各演繹步
驟）到整體（證明） ，提供了一個清楚的證明結構， 
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第參章 研究方法 
第一節  研究架構 
 
  本研究提出分析學生習得教師所作推理證明之分析面向 ， 如下圖 3-1-1：  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
研究架構圖說明： 
1.  左邊的大框框代表的是教師所作的幾何推理證明。 
2.  中間的大箭號代表的是教師的教學。 
3.  右邊是分析學生習得教師所作推理證明的各個面向：主要成分、局部推
教
師
所
作
的
推
理
證
明
 
教師教學 
步驟 
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推理  命題
命題
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推理 
命題
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命題
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理、邏輯序列、重要轉折等面向間的相互關係。下面詳細說明： 
  圖中的「命題」即為組成推理證明的一連串命題。命題亦可以前一
個步驟的主要成分。 
  整個證明劃分成數個區塊，每個區塊內包含一個主要成分，以及推
得該主要成分的局部推理，這樣的區塊稱為「步驟」 。 
  主要成分的排列順序即為「邏輯序列」 。 
  圖中的箭號    代表銜接步驟的「轉折」 ， 「重要轉折」則是從證明
的數個轉折中挑選出來的。 
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第肆章  研究結果 
 
本章共分成四節，分別為： 
第一節、各節報導內容、分析流程、報導方式簡介； 
第二節、學生對幾何性質和教師所作幾何推理證明之習得情形； 
第三節、學生對於教師所作幾何推理證明中重要轉折之抓取情形； 
第四節、教師教學對學生習得教師所作幾何推理證明之可能影響探討。 
 
第一節  各節報導內容、分析流程、報導方式簡介 
 
研究者將第二節到第四節的報導內容、分析流程、報導方式，簡介如下：  
 
第二節 
在第一節中，研究者要先探討的是三個觀察班級（A、B、C 班）分別
在兩個幾何性質、教師所作之推理證明的習得情形。 
研究者從學生主動憶取教師證明之主要成分、局部推理、邏輯序列
1等
三個面向，描繪學生對於教師所作推理證明之習得情形。 
所謂主動憶取教師證明，研究者界定為：在學生寫出的形式推理證明
中，有抓取到 1 個非求證之主要成分、或是抓取到超過 1 個主要成分，就算
是主動憶取教師證明。 
例如，學生利用測量或視覺直觀等非形式推理證明；或者僅寫出求證，
而沒有任何推理過程，使得研究者無法找到其他的主要成分，這兩種情形，
依照界定，學生不算主動憶取教師的證明。 
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   分析流程簡述： 
1.  先分析全班學生在開放型問卷
2題目 open(1)的作答，是否為研究者欲探
的幾何性質，挑選出要進一步分析其在推理證明習得的學生問卷。 
2.  分析學生在開放型問卷 open(2)所作的證明，找出學生主動憶取教師證
明的情形。 
3.  接著分析主動憶取教師證明的學生，在主要成分、局部推理、邏輯序列
的抓取情形。 
 
   報導方式簡述： 
研究者在本節共分成六小部份（壹～陸） ，其中部份壹和貳是 A 班學生
在切線和弦心距性質、教師所作推理證明之習得情形；部份參和肆是 B 班
學生的性質和證明習得情形；部份伍和陸則是 C 班學生的性質和證明習得
情形。 
每個小部份報導方式大體分成： 
（一）  學生對欲探之幾何性質之習得情形； 
（二）  學生對於教師所作推理證明之習得情形 
甲、  學生對於主要成分之抓取情形； 
乙、  學生對於局部推理之抓取情形。 
丙、  學生對於邏輯序列之抓取情形； 
 
第三節 
在第三節中，研究者要探討的是對於教師所作推理證明中的重要轉折，
學生的抓取情形。 
 
   分析流程簡述： 
                                                 
2  可參見第三章研究工具 第肆章  研究結果 
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1.  先分析學生在開放型問卷 open(2)所作的證明，觀察學生是否能主動作
出研究者欲探的幾個證明中的重要轉折。 
2.  分析全班學生在填空型問卷的作答，觀察學生是否能順著問卷提供的教
師推理證明脈絡，作出研究者欲探的重要轉折。 
3.  橫向分析同一學生在主動憶取和被動憶取重要轉折的現象差異。 
 
   報導方式簡述： 
研究者在本節分成六小部份，其中部份壹和貳探討的是 A 班學生對教
師證明之重要轉折的抓取情形；部份參和肆是 B 班學生在重要轉折的抓取
情形；部份伍和陸則是 C 班學生在重要轉折的抓取情形。 
每個小部份的報導方式大體分成： 
甲、  學生主動憶取教師推理證明中重要轉折之情形 
乙、  在教師的推理證明脈絡下，學生被動憶取重要轉折之情形 
丙、  學生在主動憶取和被動憶取重要轉折之現象差異。 
 
第四節 
在第四節中，研究者要探討的是，在相同的幾何主題（切線、弦心距）
下，比較三班學生對教師所作推理證明的習得情形；並且研究者試著從教師
教學因素和其他面向來探討影響學生習得情形差異的可能原因。 
 
   分析流程簡述： 
1.  由於三班學生的學習成就差異頗大，故研究者視分析的需要，對三班或
每次擇兩班分別作配對比較
3，盡量去除學生程度差異的變因。 
2.  研究者挑選三位教師證明中在主要成分、局部推理、重要轉折等相近的
題材，先比較學生在這些分析面向的習得情形。研究者注重的是浮現的
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現象 pattern 上的差異。 
3.  研究者以教師教學因素為主，或是從其他面向來探討影響學生習得情形
差異的可能原因。 
 
   報導方式簡述： 
研究者在本節分成兩大部份，其中部份壹是三班學生在切線性質證明之
習得情形比較以及探討教師教學對學生習得之可能影響；部份貳則是三班學
生在弦心距性質證明之習得情形比較以及教師教學對學生習得之可能影響。  
每個部份的報導方式大體分成： 
甲、  背景概述： 
（1） 環境背景 
（2） 整節教學課堂的教學流程概述 
（3） 教師教學特質及師生互動概述 
（4） 教師所作推理證明之內容比較 
（5） 三位教師在欲探性質及證明之教學概述 
乙、  學生對教師所作推理證明習得情形比較與教師教學之可能影
響探討 
此部份的報導會隨著不同的欲探性質及教師所作的證明有不同
的報導架構。 
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報導架構 
 
研究者統合上述各節的報導方式，整理成第肆章第二節至第四節的報導
架構，如下表 4-1-1： 
 
表 4-1-1 
節  報導面向  報導內容  探測工具 
第
二
節 
欲探性質之習得
情形 
學生抓取課堂中研究者欲探幾何性質 
之情形 
開放型問卷
open(1) 
教師所作推理證
明之習得情形 
甲、  學生對於主要成分之抓取情形 
乙、  學生對於局部推理之抓取情形 
丙、  學生對於邏輯序列之抓取情形 
開放型問卷
open(2) 
第
三
節 
教師所作推理證
明中重要轉折之
抓取情形 
甲、  學生對於重要轉折之主動憶取情形 
乙、  學生在對於重要轉折之被動憶取情形 
丙、  學生對於重要轉折的主動憶取與被動
憶取情形差異。 
開放型問卷
open(2)、 
填空型問卷
第
四
節 
教師教學對學生
推理證明習得之
可能影響探討 
甲、  背景概述 
乙、  學生對教師推理證明之習得情形比較
與教師教學之可能影響探討 
教師教學 
實錄 
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第二節 學生對幾何性質和教師所作幾何推理證明之習得情形 
壹、  A 班學生在切線性質和教師推理證明之習得情形 
 
開放型問卷題目： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
（一）  學生在欲探性質之習得情形（全班 41 人） 
全班共有 28 人（約 68％）在 open(1)寫出預設答案「切線和圓心連接起來會
垂直切線，憶取到研究者欲探的教學性質。 
 
（二）學生對於教師所作幾何推理證明之習得情形 
 
【證明概述】 
A 教師的論證是想藉由推出「切點是切線上所有點到圓心距離最短的點」證
出「切點和圓心連接起來會垂直切線」 。教師藉由在切線任取一點，將切線上其
 
上節課，老師說明切點和圓的關係。 
 
（1）請在填空填入應有的敘述，讓下面那句話完整。 
 
切點和圓心連接起來     【open(1)】     。 
 
（2）接續你在（1）的答案，請說明理由。 
   你可以選擇用下列任何一種方法： （請勾選） 
□○ 1 老師的說明   □○ 2 自己的說明 
   請在下面的填空中作答： 
【open(2)】 
切點 
O 
切線
   第肆章  研究結果 
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他所有點的情形縮到一個點來討論。最後再應用性質「點到線的最短距離是垂直
線段」 ，推出求證。 
 
【證明內容分析】 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
表 4-2-1 
步驟  主要成分描述  成分類型 
SP1  C1：切線 L 上除了 A 以外，其他的點都在圓外  （1） 
SP2  C2：在切線 L 上任取一點 B 異於 A  （2） 
SP3  C3：OB OA >   （1） 
SP4  C4：OA是圓心 O 到切線 L 的最短距離  （1） 
SP5  C5：OA L ⊥ （圓心和切點的連線會垂直切線）  （1） 
註：成分類型中， （1）依據已知、性質或前面步驟已推得（子）結果所推得的
（子）結果且是該步驟中最強調的重點； （2）是過程中所需的一個運作 
 
【現象報導】 
甲、學生在主要成分的抓取情形（抓取到欲探性質的 28 人） 
1.  抓取到欲探性質的 28 人中，將近半數的（12 人）不算是主動憶取教師
的證明。這些學生以完全空白未作答（7 人）最多，還有利用測量（2
切點 
A 
O 
L 
切線  B  C
r 
最短 
OB r >  
OA r =  
OB OA >  
∵切線和圓只有一個交點 A  
∴A 在 L 上也在圓上 
除了 A 以外，L 上其他的點都在圓外 
在 L 上任取一點 B 異於 A 
連接OB 
∵B 在圓外  ∴OB r >  
∵A 在 L 上也在圓上  ∴OA r =  
∴OB OA >  
∴OA是圓心 O 到切線的最短距離 
∵點到直線的最短距離是作垂線 
∴OA L ⊥  
即切點和圓心的連線會垂直切線 
SP1
SP2 
SP3
SP5
SP4 
C1
C3
C5
C2
C4第肆章  研究結果 
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人） 、寫出證明中的一個性質「因為點到線的最短距離是垂直線段」 （2
人）等方式作證明。此外，出現寫出錯誤證明（2 人） 、僅寫出最後求
證（2 人）和僅寫出教師證明中的一個小結論（1 人）的情形。 
2.  主動憶取教師證明的 12 位學生，在各主要成分的抓取以及抓取成分的
分佈組型分別如下表 4-2-2 和表 4-2-3 所示： 
表 4-2-2（共 12 人） 
主要成分  C1 C2 C3 C4 C5 
抓取人數 0 人 6 人 9 人 9 人 10人
 
表 4-2-3（共 12 人） 
成分個數  分佈情形  人數 
4 個 C2、C3、C4、C5 3 人 
3 個 
C3、C4、C5 2 人 
C2、C3、C4 1 人 
C2、C3、C5 1 人 
2 個 
C2、C3 2 人 
C4、C5 3 人 
 
3.  從上表 4-2-2 中，最明顯的現象是 C1（除了 A 以外，切線上其他所有
的點都在圓外）沒有學生寫出。其實學生是整個 SP1 都沒有提及。 
4.  從上表 4-2-3 可見，扣除掉 C1 不考慮，學生抓取的主要成分分佈平均，
沒有特別集中的組型，但是可以發現學生在抓取主要成分都是連續地抓
取。 
5.  就憶取 C2（在切線 L 上任取一點 B）和 C3（OB OA > ）的兩位學生來
說，其中一位在 open(1)填答欲探性質時，寫出兩個主要成分 C5（垂直
切線）和 C4（OA是圓心到切線的最短距離） 。進一步觀察該生在填空
問卷（填空 A-1-2）
4填入「OB OA > ，但要找離圓 O 的最短距離（垂直）
→OA」 ，研究者認為，學生在 open(2)證明時，寫出 C3（OB OA > ）是
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有意圖要解釋 C4（OA是圓心到切線的最短距離） 。也就是說，C4 是學
生有抓取到的成分之一，但因為已經寫在 open(1)了，所以就沒有在證
明時寫出來。至於，C5（OA L ⊥ ）算不算是該生抓取的成分之一呢？
從該生在證明時寫出「用勾股定理」來看，C5（OA L ⊥ ）應該是隱含
在該生的證明中，可算是抓取到的成分之一。 
總結來說，該生算是抓取到 C2、C3、C4、C5，但是在紀錄格式上不夠
嚴謹。 
6.  從學生僅以寫出 C4（OA是圓心到切線的最短距離）和 C5（OA L ⊥ ）
作為證明的現象，研究者懷疑， 「OA是圓心到切線的最短距離」對這
些學生來說是一個概念，並且直接和垂直連結在一起，可能因此不需要
特別去證明；又或者學生可能沒有特別去感覺教師是怎麼證明的。 
7.  抓取到 C3、C4、C5 的學生，其實是有寫出「在 L 上取一點 B」 ，但是
沒有「任取」的概念，可說是憶取到類似 C2、C3、C4、C5 的外型，
但沒有掌握內部的推理精神。 
至於憶取到 C2、C3、C4 的學生，在 open(1)有寫出 C5（OA L ⊥ ） ，研
究者觀察看該生在填空問卷（填空 A-1-2）填入「因為OA是 L 到圓心
的最短距離」 來銜接下段的OA L ⊥ 。研究者認為該生在 C4 和 C5 之  間
是有連結的，該生可算是憶取到 C2、C3、C4、C5，但是也在證明的紀
錄格式上不夠嚴謹，沒有寫出求證。 
憶取到 C2、C3、C5 的學生，其在 open(1)填入的欲探性質為「OA ⊥ 切
線，OA是最短距離」 ，再觀察在填空問卷（填空 A-1-2）的作答為
「∵OB OA > ，不管 B 在哪一點OB OA > ∴OA L ⊥ 且為最短距離」 。研
究者認為該生是有憶取 C4（OA是圓心到切線的最短距離）的，但仍是
證明記錄格式上的不嚴謹，沒有寫出證明的結論。也就是說，該生可算
是憶取到 C2、C3、C4、C5。 
8.  經過上面第 2、5、7 點的討論，研究者發現：在本題證明，學生主動憶第肆章  研究結果 
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取教師證明主要成分的組型可粗分成 3 種情形，分別是：幾乎完全憶取
（C2、C3、C4、C5） 、部分憶取（C2、C3 和 C4、C5） 。 
而且，學生頗常出現在紀錄格式上不嚴謹的情形，沒有寫出證明的求證
（例如：C2、C3、C4、C5，沒有寫出證明的求證） 。還有出現僅憶取
到某種上述組型的”外型”，但沒有抓取到內部的推理精神情形（例如：
C2、C3、C4、C5，未抓取任取的概念，僅在直線上取一點，但仍能向
下寫出 3 個的主要成分） 。 
9.  從學生常出現紀錄格式的不嚴謹，未寫出最後求證的情形，研究者感覺
A 班學生在本題的作答呈現出來的是傾向於「解釋性的說理」 ，而不是
形式化的證明。 
 
乙、學生在局部推理的憶取情形（主動憶取教師證明的 12 人） 
 
下表 4-2-4 是各局部推理內容和抓取人數，而下表 4-2-5 則是學生總共抓取
的局部推理個數統計。 
表 4-2-4（共 12 人） 
步驟  局部推理內容  推理類型  人數 
SP1  ∵切線與圓只有一個交點 A 
∴除了 A 以外，切線上其他的點都不在圓上
2 個推理合成 
0 人 
（0％）
SP3 
B ∵ 在圓外，A 在圓上 
∴OB OA >  
3 個推理合成 
1 人 
（8％）
SP4 
∵B 是任取、OB OA >  
∴OA是圓心到切線的最短距離 
一次推理 
3 人 
（25％）
SP5 
∵OA是圓心 O 到切線 L 的最短距離 
∴OA L ⊥  
一次推理 
7 人 
（58％）
 
表 4-2-5（共 12 人） 
局部推理 
抓取個數 
4 個 3 個 2 個 1 個 0 個 
人數 0 人 1 人 2 人 4 人 5 人 第肆章  研究結果 
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【現象報導】 
1.  主動憶取教師證明的 12 位學生中，局部推理的抓取情形集中在僅憶取 1 個
局部推理 （OA是圓心 O 到切線 L 的最短距離→OA L ⊥ ） 和完全沒有抓取。  
2.  學生在其他三個局部推理表現不佳的原因，除了因為完全未提及（例如 SP1
的局部推理）之外，還有下列情形： 
（1）  僅寫出結論的斷言形式（6 人） ：學生僅寫出 C3（OB OA > ）或 C4
（OA是圓心到切線的最短距離） ，但沒有推理的過程。 
（2）  倒果為因的邏輯錯誤（4 人） ：出現在推導 C3（OB OA > ）局部推理，
將在第 3 點說明。 
（3）  眼見為憑（2 人） ：出現在推導 C3（OB OA > ）的局部推理，將在第
3 點說明。 
（4）  前提有缺（2 人） ：出現在推導 C4（OA是圓心到切線的最短距離）
的局部推理，將在第 4 點說明。 
3.  上面提及的 「倒果為因的邏輯錯誤」 和 「眼見為憑」 的現象，現在說明如下：  
（1）  「倒果為因」 ：學生使用商高定理來推得 C3（OB OA > ） 。研究者認
為學生使用商高定理是將求證 C5（OA L ⊥ ）當成已知條件。 
（2）  「眼見為憑」 ：學生將圖形中視覺直觀的條件當作推理的前提和證
據。如下圖 4-2-1 所示： 
 
 
 
 
 
4.  所謂的前提有缺是指學生沒有「B 是任取」的概念，雖然有取一點 B，並且
接著寫出OB OA > 和OA是圓心到切線的最短距離，但研究者認為學生沒有
若沒有任取的概念，就不是經由「從一點推回其他所有點」的思考切換，推
圖 4-2-1：學生 A0834 問卷作答第肆章  研究結果 
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出最短距離，所以視為未抓取該局部推理。 
 
丙、學生在邏輯序列的表現（主動憶取到教師證明的 12 人） 
 
本題證明的主要成分排列順序只有兩種，就是 C1→C2→C3→C4→C5 和
C2→C1→C3→C4→C5，也就是可以改變「在切線上任取一點 B」和「除了 A 以
外，切線上其他所有點都在圓外」 ，這兩個成分的先後順序。 
但是從前面學生抓取主要成分時，完全沒有憶取到 C1（除了 A 以外，L 上
其他的點都在圓外） ，所以可接受的邏輯序列只剩下 C2→C3→C4→C5。 
 
【現象報導】 
研究者探討學生在所抓取的主要成分間的排列情形，可粗分成下列幾種： 
1.  大部分學生所抓取主要成分間的排列順序是與教師相同的，也就是直線型的
排列。而且，學生幾乎都是「從頭開始」論述，只有 1 位學生從求證「倒推」
的排列順序，如下圖 4-2-2。該生先從求證 C5 反推到 C3（OB OA > ） ，再
從 C2 （在 L 上任取一點 B） 推到 C3，其排列順序為 C5→C4→C3→C2→C3。
不過，從該生寫出「商高定律」可知該生也出現倒果為因的邏輯錯誤。 
 
 
 
 
 
 
2.  小部份學生（4 人）因為在局部推理出現倒果為因的情形，而出現或隱含有
C2（任取一點 B）→C5（OA L ⊥ ）→C3（OB OA > ）的邏輯序列錯誤。 
圖 4-2-2：學生 A0820 問卷作答 第肆章  研究結果 
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貳、  A 班學生在弦心距性質和教師推理證明之習得情形 
 
開放型問卷題目： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
（一）學生在欲探性質之習得（全班 41 人） 
全班共有 38 人（93％）在 open(1)寫出預設答案「大弦對小弦心距，小弦對
大弦心距」
5，抓取到研究者欲探的教學性質。 
 
（二）學生對於教師所作推理證明之習得情形（抓取到欲探性質的 38 人） 
 
【證明概述】 
A 教師證明的精神是將「幾何問題化成代數問題，藉由代數運算來解決」 。
                                                 
5 學生只要能表達出相同的意義，就算是可接受的答案，不用與教師的用語完全相同。例如：弦
越大（小） ，弦心距越小（大） 。若是反方向的敘述，如「大弦心距對小弦」 ，也是可接受的答案。  
 
昨天老師教過弦心距和弦的長度之間的關係。 
請問： 
 
（1）長短不同的弦與他們所對的弦心距，關係為何？ 
                               
          【open(1)】            
 
（2）接續你在（1）的答案，請說明理由或證明。 
   你可以選擇用下列任何一種方法： （請勾選） 
□○ 1 老師的證法    □○ 2 自己的證法   □○ 3 自己的說明 
   請在下面的填空中作答： 
O 
 
【open(2)】 第肆章  研究結果 
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本證明的難點在於所討論的是不等的物件關係，無法沿用證明三角形全等來解
決。教師製造出直角三角形，藉由商高定理將問題從幾何情境轉到代數情境，再
利用代數的運算推得求證。而且 A 教師證明的是一般例中靜態的弦心距和弦之
大小對應關係。 
 
【證明內容分析】 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
表 4-2-6 
步驟  主要成分描述  成分類型 
SP1  C1：連接兩條半徑（連結兩弦端點的半徑各一條） （2） 
SP2  C2：
1
AM AB
2
= 和
1
CN CD
2
=   （1） 
SP3  C3：AM CN >   （1） 
SP4  C4：
222
222
OM OA AM
ON OC CN
⎧ =− ⎪
⎨
⎪ =− ⎩
（兩個商高定理式子）  （1） 
SP5  C5：OM ON <   （1） 
註：成分類型中， （1）依據已知、性質或前面步驟已推得（子）結果所推得的
（子）結果且是該步驟中最強調的重點； （2）是過程中所需的一個運作 
作OA、OC  
∵OM AB ⊥ ，ON CD ⊥  
∴
1
AM AB
2
= ，
1
CN CD
2
=  
又AB CD >  
AM CN ⇒>  
∴
222
222
OM OA AM
ON OC CN
⎧ =− ⎪
⎨
⎪ =− ⎩
  
∵OA OC =  
∴OM ON <  
SP1
SP2
SP3
SP4
SP5
C1 
C3 
C4 
C5 
C2 
【已知】AB CD >  
OM AB ⊥ 、ON CD ⊥  
【求證】OM ON <  
 
B  A 
C 
D 
M 
N 
O 第肆章  研究結果 
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【現象報導】 
甲.  學生在主要成分的抓取情形（抓取到欲探性質的 38 人） 
1、  抓取到欲探性質的學生中，有 9 人分別是利用視覺直觀（5 人） 、舉生
活實例（1 人） 、數值實例計算（1 人）等方式作證明，還有空白未作答
（1 人）以及寫出錯誤證明（1 人） 。依照界定，這些學生不算是主動憶
取教師證明。 
2、  此外，少數學生寫出與教師的不同的演繹證明（3 人） ，或是已知和求
證與教師相反的證明（3 人） ，而且都是正確的證明並且也有抓取到 1
個以上的主要成分。依照界定，這 6 位學生算是主動憶取教師證明。但
是，由於這 6 人的證明與教師所做的證明在結構上差異較大，故不納入
分析對象。 
3、  主動憶取教師證明的 23 位學生，在各主要成分的抓取人數以及抓取成
分的分佈組型分別如下表 4-2-7 和表 4-2-8 所示： 
表 4-2-7（共 23 人） 
主要成分  C1 C2 C3 C4 C5 
抓取人數 23人 16人 19人 23人 20人
 
表 4-2-8（共 23 人） 
成分個數  分佈情形  人數
5 個 C1、C2、C3、C4、C5 14人
4 個 C1、C3、C4、C5 5 人 
3 個 
C1、C2、C4 2 人 
C1、C4、C5 1 人 
2 個 C1、C4 1 人 
 
4、  從表 4-2-7 可以看見的明顯特徵是成分 C2（
1
AM AB
2
= 和
1
CN CD
2
= ）
最少人抓取；而且抓取到的學生多數是隱含在推出 C3（AM CN > ）的第肆章  研究結果 
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推理過程中，例如：
11
AB CD AB CD AM CN
22
>= > ⇒ >。 
5、  此外，還可以看見一個明顯的現象就是，主動憶取教師證明的學生都同
時抓取到 C1（連接兩條半徑）和 C4（列出兩個商高定理式子） 。研究
者進一步分析學生憶取成分的邏輯序列，發現有將近三分之一的學生在
寫出 C1 之後，僅接著寫出的成分就是 C4；或是僅在圖形中連接半徑
（C1） ，但在證明開始寫出的第一個成分就是 C4。由此，研究者認為學
生在成分 C1 和 C4 之間的連結頗強。 
6、  本題共有 5 個主要成分，若要從其中抓取 4 個，應該有 5 種抓取類型，
但是學生卻集中在C1 、 C3 、 C4 、 C5 ， 也就是說學生僅漏掉C2 （
1
AM AB
2
=
和
1
CN CD
2
= ） 。為什麼學生會一致地不寫出 C2 呢？ 
研究者猜測，C2（
1
AM AB
2
= 和
1
CN CD
2
= ）描述的是等號關係，不像
證明中其他的成分，如 C3（AM CN > ）描述的是不等的關係、C4 則
是龐大的商高定理式子，能刺激學生以引起注意。再者，從學生多是將
C2 隱含在 C3 的推理中（第 4 點）或是僅是在圖中的兩弦標上等線段
記號，研究者認為學生可能已經將 「弦心距垂直平分弦」 視為一個概念，
不覺得需要再多作說明，而能夠直接應用在其他成分的推理。 
7、  從表 4-2-8 可以發現，主動憶取教師證明的學生，超過一半可以抓取到
全部成分的主要成分，只有少數的學生僅能抓取其中的 1、2 個主要成
分。本題證明相當形式化，以往的研究中總是提及學生對於形式證明寫
作的困難，雖然曾經過教師的教學，但是證明中使用到大量的符號，並
且討論的又是不等的關係，學生主動憶取證明的表現卻如此亮眼，研究
者認為這是個特別的現象。 
 
乙.  學生在局部推理之抓取情形（主動憶取教師證明的 23 人） 第肆章  研究結果 
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下表 4-2-9 是各局部推理內容及抓取的人數，而下表 4-2-9 則是學生總共抓
取的局部推理總數統計。 
表 4-2-9（共 23 人） 
步驟  局部推理內容  推理類型  人數 
SP2 
∵OM AB ⊥ ，ON CD ⊥ ∴
1
AM AB
2
= ，
1
CN CD
2
=
（弦心距垂直平分弦） 
一次推理 
1 人 
（4％）
SP3 
∵AB CD > 、
1
AM AB
2
= 、
1
CN CD
2
= AM CN ⇒>  
（大弦的一半大於小弦的一半） 
代數運算
推理 
17 人 
（74％）
SP4 
∵ AOM + 和 CON + 是直角三角形 
∴
222
222
OM OA AM
ON OC CN
⎧ =− ⎪
⎨
⎪ =− ⎩
（商高定理） 
一次推理 
23 人 
(100％)
SP5 
∵
222
222
OM OA AM
ON OC CN
⎧ =− ⎪
⎨
⎪ =− ⎩
、AM CN > 、OA OC =  
OM ON ⇒< 
一連串代
數運算推
理 
20 人 
（87％）
 
表 4-2-10（共 23 人） 
局部推理 
抓取個數 
4 個 3 個 2 個 1 個 0 個 
人數 2 人 16 人 2 人 3 人 0 人 
 
【現象報導】 
1、  主動憶取教師證明的 23 位學生，有七成左右（18 人）幾乎抓取到全部
的局部推理。而抓取到 3 個局部推理的學生都是因為少作利用性質「弦
心距垂直平分弦」的局部推理。 
2、  學生在作局部推理時，除了完全未提及之外，常見的有下列幾種現象：  
（1）僅寫出結論的斷言形式（7 人） ：學生僅寫出結論
1
AM AB
2
= 、
1
CN CD
2
= ，而沒有推理過程。 第肆章  研究結果 
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（2）僅寫出性質和結論，未寫前提（3 人） ：常出現僅寫出「弦心距垂
直平分弦」 ，而沒有前提和結論。即學生抓取到推理的重點，但未
抓取紀錄推理的格式。 
（3）使用不同於教師的作法（2 人） ：出現在利用性質「弦心距垂直平
分弦」的局部推理。學生利用三角形全等或等腰三角形底邊的高
垂直平分底邊，雖不同於教師但是正確的推理。 
3、  部份學生對於局部推理的紀錄格式不是很重視，有時會出現自創的紀錄
格式；或是在做 SP5 代數運算的局部推理時，僅把推出的求證紀錄在商
高定理式子。如下圖 4-2-3。 
 
 
 
 
 
 
 
 
丙.  學生在邏輯序列的表現（主動憶取教師證明的 23 人） 
 
本題證明主要成分間的排列順序的組合很多，除了 C5 求證一定要排在最
後、C2（
1
AM AB
2
= 、
1
CN CD
2
= ）和 C3（AM CN > ）的相對位置必須保持 C2
在前、C1（連接半徑）和 C4（商高定理式子）的相對位置必須保持 C1 在 C4 之
前，在前述的規則之下，共有 6 種可接受的排列順序。 
 
【現象報導】 
合併SP2和SP3推理的紀錄方式 
圖 4-2-3：學生 A0739 問卷作答 第肆章  研究結果 
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1、  抓取到 4 個以上主要成分的學生，其成分間的排列順序都是可接受的邏
輯序列，但不全然與教師的順序相同。 
2、  學生沒有變動 C1（連接兩條半徑）和 C5 求證（OM ON < ）的位置，
仍其放在第一個和最後一個成分。學生變動的是 C2（
1
AM AB
2
= 、
1
CN CD
2
= ） 、C3（AM CN > ） 、C4（商高定理式子）的排列順序，但是
仍有顧慮到 C2、C3 以及 C1、C4 之間固定的相對順序。抓取到 4 個成
分以上的學生，出現的排列順序分別為：C1、C2、C3、C4、C5（教師
的順序，13 人）或 C1、C4、C4、C3、C5（1 人）或 C1、C4、C3、C5
（3 人） 、C1、C3、C4、C5（教師的順序，2 人） 。 
3、  從上面第 3 點的學生表現，雖然大多數學生的排列順序還是與教師相
同，但是研究者感覺學生還是有察覺到並掌握到本題證明主要成分間排
序的可變化性。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 第肆章  研究結果 
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參、  B 班學生在切線性質和教師推理證明之習得情形 
 
開放型問卷題目： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
（一）學生在幾何性質之習得情形（全班 39 人） 
共有 30 位學生（77％）寫出預設的答案「圓心到切線的距離等於半徑」 ，有
抓到研究者欲探的教學性質。 
 
（二）學生對於教師所作幾何推理證明之習得情形 
 
【證明概述】 
B 教師的證明手法是『合一法』 。先證出「圓心到切點的距離是圓心到切線
的最短距離」 ，再藉由性質「點到線的垂直線段是最短距離」 ，推得「過圓心對切
線做的垂線段OM也是最短距離」 ，最後將兩段最短距離合一，推出「圓心到切
 
上節課，老師把「直線和圓的位置關係」做分類。 
 
（1）  請在填空填入應有的敘述，使得下面那句話 
完整。 
 
圓心到切線的距離     【open(1)】    。 
 
（2）  接續你在（1）的答案，請說明理由。 
   你可以選擇用下列任何一種方法： （請勾選） 
□○ 1 老師的說明    □○ 2 自己的說明 
   請在下面的填空中作答： 
 
 
 
 
割線 
不相交 
切點 
L 切線 
O 
【open(2)】 第肆章  研究結果 
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線的距離等於圓心到切點的距離」 ，就等於半徑。 
 
【證明內容分析】 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
表 4-2-11 
步驟  主要成分描述  成分類型 
SP1  C1：過圓心作切線的垂線OM交切線於 M  （2） 
SP2  C2：切線上其他的點都在圓外  （1） 
SP3  C3：切線上其他的點到圓心的距離都大於半徑  （1） 
SP4  C4：切點到圓心的距離最短  （1） 
SP5  C5：垂線OM通過切點  （1） 
SP6  C6：OM r = （圓心到切線的距離等於半徑）  （1） 
註：成分類型中， （1）依據已知、性質或前面步驟已推得（子）結果所推得的
（子）結果且是該步驟中最強調的重點； （2）是過程中所需的一個運作 
 
【現象報導】 
甲、學生在主要成分的抓取情形（抓取到欲探性質的 30 人） 
1.  依照研究者的界定，抓取到欲探性質的 30 人都不算是主動憶取到教師
的證明。除了利用視覺直觀（3 人）作證明、空白未作答（3 人） 、情意
回答（我不會，1 人）之外，剩下的 23 人都僅是抓取到 1 個主要成分，
L 切線 
O
M
作垂線OM垂直切線 
∵切線與圓 O 只有一個交點，即切點 
切點在圓上 
而切線上其他的點在圓外 
∴切點跟圓心的距離等於半徑 
其他的點到圓心的距離大於半徑 
∴切點到圓心的距離最短 
∵通過圓心對切線做的垂線有垂直距
離，而垂直距離等於最短距離 
最短的只有一點，就是切點 
∴垂線剛好會通過切點 
∴OM r =  
C2
C4
C1
C3
C5
C6
SP1
SP2
SP3
SP4
SP5
SP6第肆章  研究結果 
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也就是最後的求證（圓心和切線的距離等於半徑） 。 
2.  僅抓取到求證的 23 位學生中，大多數（17 人）僅推出證明過程中的一
個小結論「圓心到切點的距離等於半徑」後，接著就推出求證；而剩下
的 6 人則是沒有任何的推理過程，僅是寫出斷言形式的求證。 
3.  從前述 17 位學生所作的證明來看，學生完全沒有習得 B 教師利用合一
法所作的推理，僅是從視覺上的條件（圓心到切點的距離等於半徑）推
論求證。 
 
乙、學生在局部推理的抓取情形 
 
下表 4-2-12 是各局推理的內容和抓取人數。 
表 4-2-12 
步驟  局部推理內容  推理類型  抓取人數
SP2 
∵切線和圓心只有一個交點 
∴切點在圓上，切線上其他的點都在圓外 
2 個推理 
合成 
0 人 
SP3 
∵切點在圓上，其他的點在圓外 
∴切點到圓心的距離最短 
3 個推理 
合成 
0 人 
SP4 
∵OM是圓心到切線的垂直線段，而且 
切點到圓心的距離最短 
∴垂線通過切點 
2 個推理 
合成 
0 人 
SP5 
∵、垂線通過切點，切點到圓心等於半徑 
∴圓心到切線的距離等於半徑 
一次推理 0 人 
 
【現象報導】 
1.  學生僅抓取到求證這個主要成分，沒有抓取到其他的主要成分，當然也
沒有抓取到連結運作主要成分的局部推理。 
2.  全班學生唯一有展現的推理是在 「∵切點在圓上∴圓心到切點的距離等
於半徑」 ，但是依照本研究所界定的局部推理，學生不算是有抓取到局
部推理。 第肆章  研究結果 
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丙、學生在邏輯序列的表現 
 
由於學生除了 C6 求證以外，未抓取到其他的主要成分，研究者無法討論其
所憶取成分間的排列順序。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 第肆章  研究結果 
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肆、  B 班學生在弦心距性質和教師所作推理證明之習得情形 
 
開放型問卷題目： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
（一）學生在幾何性質之習得情形（全班 39 人） 
共有 20 人（51％）寫出預期的答案「小弦心距對大弦，大弦心距對小弦
6」 ，
抓取到研究者欲探的教學性質。 
 
（二）學生對於教師所作推理證明之習得情形 
 
【證明概述】 
B 教師在弦心距的證明與 A 教師的證明相近，差異在於兩者的已知和求證
                                                 
6學生只要能表達出相同的意義，就算是正確答案，不用與教師的用語完全相同。例如：弦心距
越小，弦越大；弦心距越大，弦越小。若是反方向的敘述，也是可接受的答案。 
 
昨天老師教過弦心距和弦的長度之間的關係 
請問： 
 
（1）長短不同的弦心距與它們所對的弦，關係為何？ 
                                      
          【open(1)】                  
 
（2）接續你在（1）的答案，請說明理由或證明。 
   你可以選擇用下列任何一種方法： （請勾選） 
□○ 1 老師的證法    □○ 2 自己的證法    □○ 3 自己的說明 
   請在下面的填空中作答： 
 
 
 
 
O 
【open(2)】 第肆章  研究結果 
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是顛倒的。B 教師證明的已知為「兩弦心距一大一小」 ，求證的是「大弦心距對
的弦短，小弦心距對的弦長」 。 
 
【證明內容分析】 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
表 4-2-13 
步驟  主要成分描述  成分類型 
SP1  C1：連接兩條半徑（連結兩弦端點的半徑各一條）  （2） 
SP2  C2：AB 2AM = 和CD 2CN = （弦心距垂直平分弦）  （1） 
SP3  C3：
22 2
222
CO ON CN
AO OM AM
⎧ =+ ⎪
⎨
⎪ =+ ⎩
（兩個商高定理式子）  （1） 
SP4  C4：AM CN >   （1） 
SP5  C5：AB CD > （大弦的兩倍大於小弦的兩倍）  （1） 
註：成分類型中， （1）依據已知、性質或前面步驟已推得（子）結果所推得的
（子）結果且是該步驟中最強調的重點； （2）是過程中所需的一個運作 
 
【現象報導】 
甲、學生在主要成分的抓取情形（抓取到欲探性質的 20 人） 
連CO、AO 
∵OM、ON為AB和CD的弦心距 
∴
0 CNO AMO 90 ∠= ∠ = …（1） 
且AB 2AM = …（2） 
CD 2CN = …（3） 
由（1）得
22 2
222
CO ON CN
AO OM AM
⎧ =+ ⎪
⎨
⎪ =+ ⎩
 
又CO AO =  
OM ON <  
∴
22
AM CN > AM CN ⇒> …（4）  
由（2） （3） （4）得AB CD >  
SP1
SP2
SP5 
SP4 
SP3
C1
C2
C3 
C4 
C5 
大 
小  M 
A 
B  C 
D 
N 
O 
OM ON <  第肆章  研究結果 
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1.  抓取到欲探性質的 20 人中，有 9 人主動憶取教師的證明，但其中有 1
人的證明方向與教師相反（已知OM ON < ，求證AB CD > ） ，雖然其所
作的證明是正確的，但研究者不將其列入討論的對象。 
剩下 11 位未主動憶取教師證明的學生，最常見的證明是「以『直徑為
圓中的最大弦，但其弦心距＝0 最短』這個特例作推論」 （5 人） ，其他
還有利用視覺直觀（2 人） 、舉數值實例計算（1 人）等方法作證明，剩
下的人則是空白未作答（2 人）和寫出錯誤的證明（1 人） 。 
2.  主動憶取教師證明的 8 位學生，在各主要成分的抓取人數以及抓取成分
的分佈組型，分別如下表 4-2-14 和下表 4-2-15 所示： 
表 4-2-14（共 8 人） 
主要成分  C1 C2 C3 C4 C5 
抓取人數 8 人 3 人 8 人 8 人 5 人
 
表 4-2-15（共 8 人） 
成分個數  分佈情形  人數 
5 個 C1、C2、C3、C4、C5 3 人 
4 個 C1、C3、C4、C5 2 人 
3 個 C1、C3、C4 3 人 
 
3.  從上表 4-2-14 可見，學生在成分 C2（AB 2AM = 和CD 2CN = ）的憶取
最少，而沒有憶取 C2 的學生是因為沒有寫出該成分。 
4.  從上表 4-2-15 可見，學生沒有只抓取到 1、2 個成分的現象，而且學生
一定會抓取到成分 C1（連接兩條半徑） 、C3（商高定理式子） 、C4
（AM CN > ） 。與 A 班學生的表現相似的是，學生一定會同時抓取連接
半徑和商高定理式子。 
5.  學生會選擇不寫出來的成分是 C2（AB 2AM = 和CD 2CN = ）和求證 C5
（AB CD > ） 。研究者懷疑，對學生來說「弦心距垂直平分弦」或者 C2
已經形成一個概念，學生可能認為不需要特別再作證明或解釋，而直接第肆章  研究結果 
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使用在從 C4（AM CN > ）推出 C5（AB CD > ）的推理歷程中。 
至於沒有寫出求證 C5（AB CD > ）的 3 位學生，其中 2 人在 open(2)
的作答摘要「∴
222 2
OM AM ON CN AM CN +=+ ⇒ > 2AM 2CN ⇒> 」
「…,∴AM CN > ∴長弦心距對短弦，短弦心距對長弦」 。前面學生的作
答中的「2AM 2CN > 」就等同於是求證 C5（AB CD > ） ：而後者的作
答，則讓研究者感覺對這些學生來說推出 C4（AM CN > ）就等同於是
推出 C5（AB CD > ） 。研究者認為這與學生將「弦心距垂直平分弦」概
念化有很大的關係。 
 
乙、學生在局部推理之憶取情形（主動憶取教師證明的 8 人） 
 
下表 4-2-16 是各局部推理內容及抓取的人數，而下表 4-2-17 是學生總共抓
取的局部推理個數統計。 
表 4-2-16（共 8 人） 
步驟  局部推理內容  推理類型  人數 
SP2 
∵OM和ON是AB和CD的弦心距 
∴AB 2AM = ，CD 2CN =  
（弦心距垂直平分弦） 
一次推理 0 人 
SP3 
∵ AOM + 和 CON + 是直角三角形 
∴
222
222
OM OA AM
ON OC CN
⎧ =− ⎪
⎨
⎪ =− ⎩
（商高定理） 
一次推理 
8 人 
(100％)
SP4 
∵
222
22 2
OA OM AM
OC ON CN
⎧ =+ ⎪
⎨
⎪ =+ ⎩
、OM ON < 、OA OC =  
AM CN ⇒>  
一連串代
數運算推
理 
7 人 
（88％）
SP5 
∵AM CN > 、AB 2AM = 、CD 2CD = AB CD ⇒>
（大弦的一半大於小弦的一半） 
代數運算
推理 
3 人 
（38％）第肆章  研究結果 
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表 4-2-17（8 人） 
局部推理 
抓取個數 
4 個 3 個 2 個 1 個 0 個 
人數 0 人 3 人 5 人 0 人 0 人 
 
【現象報導】 
1.  主動憶取教師證明的 8 位學生，幾乎都有作出教師很強調的代數運算推
理，而在利用性質「弦心距垂直平分弦」的抓取最差。 
2.  學生被研究者判定為未作出局部推理的原因，除了完全未提及，有下列
幾種情形： 
（1）  僅寫結論的斷言形式（3 人） ：學生僅寫出結論AB 2AM = 、
CD 2CD = ，而沒有寫出前提。 
（2）  前提有缺 （2 人） ： 學生直接從 C4 （AM CN > ） 推出求證 （AB CD > ） ，
沒有提到另一個前提 C2（AB 2AM = 、CD 2CD = ） 。 
3.  雖然學生會列出在型態上不同於教師的商高定理式子（例如，教師列出
的是
222
22 2
OA OM AM
OC ON CN
⎧ =+ ⎪
⎨
⎪ =+ ⎩
，學生列出的是
22
22
AM OA OM
CN OC ON
⎧ =− ⎪
⎨
⎪ =− ⎩
） ，但學生仍
能作出正確代數運算推理，而不被式子的型態所限制。 
 
丙、學生在邏輯序列的表現（主動憶取教師證明的 8 人） 
1.  抓取到全部主要成分的學生，其主要成分的排列皆是可接受的順序，但
是不全然與教師的順序相同。在 5 個主要成分中，學生僅變動 C2
（AB 2AM = 、CD 2CN = ）的位置，例如 C1、C3、C2、C4、C5 和 C1、
C3、C4、C2、C5 等。可見學生是有察覺到本題證明主要成分間排序的
可變化性，而不是完全只依照教師的排列順序。 
2.  抓取到部份主要成分的學生，其成分的先後排序與教師的順序相同。 第肆章  研究結果 
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伍、  C 班學生切線性質和教師推理證明之習得情形 
 
開放型問卷題目： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
（一）學生在欲探性質之習得情形（全班 39 人） 
共有 29 位（74％）學生寫出預期答案「當圓心 O 到直線的距離剛好就是半
徑時，直線與圓 O 只有一個交點（或直線就是圓 O 的切線） 」 ，抓取到研究者欲
探的教學性質。 
 
（二）學生對教師所作推理證明之習得情形 
 
【證明概述】 
D 教師論證的主要精神要證明「切線上除了切點以外的其他點都不是交點
（在圓外） 」 。教師藉由在切線取一點，賦予該點「任取」的意義，來討論切線上
 
昨天老師說明「圓和直線的交點情形」 。 
 
（1）  請在填空填入應有的敘述，使得下面那句話完整。 
 
 
當圓心 O 到直線的距離剛好就是半徑時，   【open(1)】    。 
 
 
（2）接續你在（1）的答案，請說明理由。 
   你可以選擇用下列任何一種方法： （請勾選） 
□○ 1 老師的說明    □○ 2 自己的說明 
   請在下面的填空中作答： 
 
 
 
 
【open(2)】 
H  L
O 
d  r 第肆章  研究結果 
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切點以外所有點的情形。製造出直角三角形，使用新教的點與圓的位置關係推得
所取的一個點不是交點，再切換回切線上其他所有的點都不是交點，得證本題。  
 
【證明內容分析】 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
表 4-2-18 
步驟  主要成分描述  成分類型 
SP1  C1：直線 L 與圓有一個交點 H  （1） 
SP2  C2：在直線 L 上任取一點 P 異於 H  （2） 
SP3  C3：OP OH > （或OP d > ）  （1） 
SP4  C4：OP r > （或 P 在圓 O 外）  （1） 
SP5 
C5：直線 L 與圓只有一個交點 H 
（或直線 L 是圓 O 的切線） 
（1） 
註：成分類型中， （1）依據已知、性質或前面步驟已推得（子）結果所推得的
（子）結果且是該步驟中最強調的重點； （2）是過程中所需的一個運作 
 
【現象報導】 
甲、學生主要成分的抓取情形（抓取到欲探性質的 29 人） 
1.  抓取到欲探性質的 29 位學生，有 16 人未憶取教師的證明，這些學生最
常出現的是僅寫出求證（4 人） ，還有利用視覺直觀（3 人） 、寫出三種
H  L 
O
d r 
P 
OP d r >= 
P 在圓 O 外 
1 交點 
SP1 
SP2 
SP3 
SP4 
SP5 
∵OH r =  
∴H 在圓上 
∴直線 L 有一點 H 與圓相交 
在 L 上任取一點 P，異於 H 
連OP 
∵ OPH △ 是直角三角形 
∴OP OH >  
∵OH是半徑 
∴OP d r >= 
∴P 在圓 O 外 
∴除了 H 以外，L 上其他點都在圓外 
∴L 與圓 O 只有一個交點 
C2
C3 
C4 
C5
C1第肆章  研究結果 
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直線與圓的交點情形（3 人）作證明。剩下的學生則是僅寫出證明的已
知條件「OH r = 」 （3 人） 、空白未作答（2 人）和寫出錯誤證明（1 人） 。  
2.  主動憶取到教師證明的 13 位學生，在各主要成分的憶取人數及憶取成
分的分佈組型，分別如下表 4-2-19 和表 4-2-20 所示： 
表 4-2-19（共 17 人） 
主要成分  C1 C2 C3 C4 C5 
抓取人數 3 人 8 人 11 人 7 人 9 人
 
表 4-2-20（共 13 人） 
成分個數  分佈情形  人數 
5 個 C1、C2、C3、C4、C5 1 人 
4 個 C2、C3、C4、C5 3 人 
3 個 
C2、C3、C5 3 人 
C3、C4、C5 2 人 
2 個 
C2、C3 1 人 
C3、C4 1 人 
1 個  C1  2 人 
 
3.  從表 4-2-19 可見，學生幾乎未憶取 C1（直線 L 與圓有一個交點 H） ，
學生要不完全未提及 SP1，要不就是僅寫出已知條件OH r = ；而學生幾
乎一定會抓取到 C3（OP OH > 或OP d > ） 。 
4.  從表 4-2-20 可以發現，學生主要成分的抓取類型分佈的很零散。先不
管僅抓取到 1 個成分的情形，學生在抓取主要成分時大致上幾乎都是連
續地抓取。但是只有一個例外，就是憶取 C2（在 L 上任取一點 P） 、C3
（OP OH > ） 、C5（L 與圓只有一個交點）的情形，學生跳過成分 C4
（OP r > 或 P 在圓外）沒有抓取。 
5.  承上面第 5 點的情形，如果學生走的是利用點與圓的位置關係推得只有
一個交點的話，應該要經過OP r > 的路徑，比較合理。因為點與圓的位第肆章  研究結果 
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置關係討論的是點到圓心的距離與半徑的大小關係，而OH是圖形中的
一個股，所以OP OH > 不是啟動點與圓的位置關係的關係式。研究者猜
想，學生在抓取 C2、C3、C5 時，中間的推理可能包含較多的視覺直觀。
當然也有另一種可能，由於圖形中的線段OH旁已經標示有 r，也有可
能是學生將OP OH > 視為OP r > 而推出只有一個交點。 
6.  另一組抓取 3 個主要成分 C3、C4、C5 的學生，他們是有在 L 上取一點
P 的，但是沒有抓到「任取」的概念。不過，這些學生算是抓取到類似
於 C2、C3、C4、C5 的外型，但可能沒有掌握到內部的推理精神。 
7.  憶取到 2 個成分的學生，都沒有寫出求證 C5（L 與圓只有一個交點） ，
僅是寫在 open(1)。研究者觀察這 2 位學生在填空問卷（填空 C-1-2）的
作答，憶取 C2、C3 的學生寫出「所以 L 上任取一點（除了 H）皆會大
於OH」來銜接下面的 L 與圓只有一個交點，某種程度可以呼應該生在
open(2)的表現，研究者覺得該生算是抓到與 C2、C3、C5 相同的骨幹，
只是在紀錄格式上不嚴謹，沒有將證明的求證寫出來。 
至於憶取到 C3、C4 的學生，其有在 L 上取點但是未抓到「任取」的概
念。再觀察填空問卷（填空 C-1-2）的作答，該生空白未作答。一種可
能，學生認為 C4（OP r > ）接著就是 C5（L 與圓只有一個交點） ；另一
種可能，學生是不會作答。如果是第一種可能，那麼該生可算是憶取到
類似 C2、C3、C4、C5 的外型，但是沒有抓到內部的推理精神（任取） ，
並且在紀錄格式上也不夠嚴謹。 
8.  從前面第 2、3、4、5、7、8 點的討論，研究者發現：在本題學生主動
憶取教師證明主要成分組型可粗分成 4 種程度，分別是：全部憶取 （C1、
C2、C3、C4、C5） 、幾乎完全憶取（C2、C3、C4、C5） 、大部分憶取
（C2、C3、C5） 、幾乎沒有憶取（C1） 。而且，學生會出現僅抓取到某第肆章  研究結果 
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種上述組型的”外型”，但沒有抓取到該組型內部的推理精神 （例如：C2、
C3、C4、C5，即未抓取任取的概念，僅在直線上取一點，但仍能向下
寫出 3 個的主要成分。） ；又或者是有憶取到上述的某種組型，但是在
紀錄上不是嚴謹的證明格式 （例如：C2、C3、C5，未寫出證明的求證） 。  
 
乙、學生在局部推理的憶取情形（主動憶取教師證明的 13 人） 
 
下表 4-2-21 是各局部推理內容及抓取的人數，而下表 4-2-22 是學生總共抓
取的局部推理個數統計。 
表 4-2-21（共 13 人） 
步驟  局部推理內容  推理類型  人數 
SP1 
∵OH r = H ∴ 在圓上 
H ∴ 是直線 L 與圓 O 的一個交點 
2 個推理 
合成 
3 人（ 23％）
SP3 
OPH ∵△ 是直角三角形∴OP OH >  
（直角三角形斜邊大於股） 
一次推理 9 人（ 69％）
SP4 
∵OP OH > 、OH是半徑∴OP r >   一次推理 7 人（ 54％）
∵OP r > P ∴ 在圓外 
（利用點與圓的位置關係） 
一次推理 3 人（ 23％）
SP5 
P ∵ 是任取、P 在圓外（或OP r > ） 
L ∴ 與圓 O 只有一個交點 H 
一次推理 3 人（ 23％）
 
表 4-2-22（共 13 人） 
局部推理 
抓取個數 
5 個 4 個 3 個 2 個 1 個 0 個 
人數 1 人 2 人 0 人 4 人 4 人 2 人 
 
【現象報導】 
1.  從表 4-2-22 學生憶取的局部推理個數集中在 0～2 個。學生幾乎都會作
出來的是利用性質「直角三角形斜邊大於股」的局部推理。 
2.  學生被研究者判定為未作出局部推理的原因，除了完全未提及之外，有第肆章  研究結果 
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下列幾種情形： 
（1）  僅寫出結論的斷言形式（4 人） ：最常出現在僅寫出求證，而沒有
作任何推理。 
（2）  只寫出性質，沒有前提和結論（2 人） ：學生僅寫出「直角三角形
的斜邊大於股」 ，而沒有寫出前提和結論。雖然學生算是有抓到推
理的精神，但卻不是完整的紀錄格式。 
 
丙、學生在邏輯序列的表現（主動憶取教師證明的 13 人） 
 
本題證明的 5 個主要成分中，只有 C1（直線 L 與圓只有一個交點）能變動
位置，可以放在求證 C5（直線 L 與圓只有一個交點）之前的任何一個位置，但
是其他 4 個成分則必須一個接著一個依序排列。 
 
【現象報導】 
扣除掉僅抓取到 1 個主要成分（C1）的學生，剩下抓取到 2 個～5 個成分的
學生，其主要成分的排列與教師的順序完全相同，都是「從頭做起」 ，沒有出現
從求證倒推的情形、或是其他邏輯錯誤。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 第肆章  研究結果 
63 
 
陸、  C 班學生在弦心距性質與教師推理證明之習得情形 
 
開放型問卷題目： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
（一）學生在欲探性質之習得情形（全班人數 39 人） 
共有 24 人（62％）寫出預設答案「當弦心距越短（長）時，所對應的弦越
長（短）
7」 ，抓取到研究者欲探的教學性質。 
 
（二）學生對於教師所作推理證明之習得情形 
 
【證明概述】 
與 A、B 兩位教師的證明相同，C 教師也是製造出直角三角形，並利用商高
                                                 
7學生只要能表達出相同的意義，就算是正確答案，不用與教師的用語完全相同。例如：弦心距
越小（大） ，弦越大（小）或是假設弦心距長為 d，弦長為 t，寫出 d 越小（大） ，t 越大（小） 。 
 
昨天老師教過弦心距和弦的長度之間的關係。 
請問： 
 
（1）弦心距與它所對應的弦的長度，關係為何？ 
                               
         【open(1)】            
 
（2）接續你在（1）的答案，請說明理由或證明。 
   你可以選擇用下列任何一種方法： （請勾選） 
□○ 1 老師的證法    □○ 2 自己的證法    □○ 3 自己的說明 
   請在下面的填空中作答： 
 
 
A H  B 
D 
C 
O 
【open(2)】 第肆章  研究結果 
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定理將問題轉向代數問題。但是 C 教師與另兩位教師不同之處在於： （1）一開
始先假設半徑、弦長、弦心距為簡化的符號 r、t、d，減少符號的複雜度，同時
使得問題更加脫離幾何情境、 （2）C 教師證明是討論代數方程式中兩個變數間的
關係，不同於 A、B 教師的代數符號不等關係的運算推理、 （3）C 教師證明的是
弦心距和弦長之間的動態變化，而 A、B 兩位教師所證明的則是一般例中弦心距
與弦之間靜態的大小對應關係。 
 
【證明內容分析】 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
表 4-2-23 
步驟  主要成分描述  成分類型 
SP1  C1：連接一條半徑（擇一條連結弦端點的半徑）  （2） 
SP3  C2：
t
AH BH
2
==  
（1） 
SP4  C3：
22 2 t
rd( )
2
=+  
（1） 
SP5  C4：d（弦心距）越大，t（弦長）越小  （1） 
註：成分類型中， （1）依據已知、性質或前面步驟已推得（子）結果所推得的
（子）結果且是該步驟中最強調的重點； （2）是過程中所需的一個運作 
 
連OA 
令半徑＝r、弦AB長＝t 
弦心距OH＝d 
∵OH是AB的弦心距 
∴
t
AH BH
2
= =  
∴
22 2 t
rd( )
2
=+  
∵r 是定值，
2 r 是定值  
∴
22 t
d( )
2
+ 是定值  
∴d 越大
t
2
⇒ 越小⇒t 越小 
C1  SP1 
SP2 
SP3 
SP4
SP5 
C3 
C2 
C4
r  d 
t
2 A  H  B 
D 
C 
O 第肆章  研究結果 
65 
 
【現象報導】 
甲.  學生在主要成分的抓取情形（抓取到欲探性質的 24 人） 
1、  抓取到欲探性質的 24 位學生中，有 8 人主動憶取教師證明。有 16 人未
憶取教師的證明，這些學生以「直徑是圓內最大的弦，因為其弦心距最
短＝0」來作推論（6 人） 、利用舉圖形實例（畫出兩條弦和弦心距） （6
人） 、帶入實際數值計算（3 人）等方法證明，剩下的 1 人則是空白。 
2、  主動憶取教師證明的 8 位學生，在各主要成分的抓取人數以及抓取成分
的分佈組型分別如下表 4-2-24 和表 4-2-25 所示： 
表 4-2-24（共 8 人） 
主要成分  C1 C2 C3 C4 
抓取人數 8 人 7 人 8 人 7 人 
 
表 4-2-25（共 8 人） 
成分個數  分佈情形  人數 
5 個 C1、C2、C3、C4 7 人 
2 個 C1、C4 1 人 
 
3、  從表 4-2-25 可見，學生在抓取主要成分時非常兩極化，要不是全部抓
取，要不就是完全沒有抓取，幾乎沒有憶取部份成分的情形。 
4、  學生在憶取 C2（
t
AH BH
2
= = ）時，常會隱含在 C3（
22 2 t
rd( )
2
=+ ）或
是隱含在符號假設。例如：令BH t = ，弦長為 2t。 
 
乙.  學生在局部推理的憶取情形（主動憶取教師證明的 8 人） 
 
下表 4-2-26 是各局部推理內容及抓取的人數，而下表 4-2-27 是學生總共抓
取的局部推理個數統計。 
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66 
 
表 4-2-26（共 8 人） 
步驟  局部推理內容  推理類型  人數 
SP3 
∵OH是AB的弦心距∴
t
AH BH
2
= =  
（弦心距垂直平分弦） 
一次推理 
1 人 
（13％）
SP4 
∵ OPH + 是直角三角形∴
22 2 t
rd( )
2
=+  
（商高定理） 
一次推理 
8 人 
(100％) 
SP5 
∵
22 2 t
rd( )
2
=+ 且 r 是定值 
d ∴ 越小（大） ，t 越大（小） 
討論三個
變數的關
係 
7 人 
（88％）
 
表 4-2-27（共 8 人） 
局部推理 
抓取個數 
3 個 2 個 1 個 0 個 
人數 1 人 7 人 1 人 0 人 
【現象報導】 
1.  由於成分 C2（
t
AH BH
2
== ）常隱含在其他主要成分或步驟中，或是僅
寫出結論的斷言形式，學生幾乎是只抓取 SP3 的成分，未抓取推理。 
2.  抓取到全部主要成分的學生，都有抓取到教師做的代數方程式中的變數
關係討論。此外，有些學生使用「d 和 t 成反向變動」等生動的語句，
來描述兩變數 d 和 t 間的變動情形，可見學生頗能感受到此局部推理的
內涵。 
 
丙.  學生在邏輯序列的表現（主動憶取教師證明的 8 人） 
 
教師證明中的 4 個主要成分的排列順序變化性不大，只有前面兩個成分
C1 （連接半徑） 和 C2 （
t
AH BH
2
= = ） 可以互換位置，其他 C3 （
22 2 t
rd( )
2
=+ ）
和求證 C4（d 越大，t 越小）只能排在最後的兩個位置。 
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【現象報導】 
7 位抓取到全部主要成分的學生中，有 6 位的主要成分排列順序是與教
師完全相同。剩下的 1 人，沒有邏輯上的錯誤，只是紀錄的方向是由左而右，
與平時由上而下的紀錄習慣不同。 
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第三節  學生對於教師所作幾何推理證明中重要轉折之抓取情形 
 
   本節分成六小部分（壹~陸）報導，分別是： 
部分壹和部份貳是：A 班學生對於教師所作切線性質證明和弦心距性質之重要轉
折的抓取情形； 
部分參和部份肆是：B 班學生對於教師所作切線性質和弦心距性質之重要轉折的
抓取情形； 
部分伍和部份陸是：C 班學生對於教師所作切線性質和弦心距性質推理證明之重
要轉折的抓取情形。 
 
每個部分，研究者會從主動憶取教師推理證明的學生，分析其抓取重要轉折
的情形；然後再看在提供教師推理脈絡下，全班學生抓取重要轉折的情形；也會
探討學生在主動憶取和被動憶取重要轉折情形上的差異。 
 
在分析學生對重要轉折的抓取情形時，學生在填空型問卷的作答是一個重要
的輔助資料，為了方便說明，也將填空型問卷題目列出。 
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壹、A 班學生在切線性質證明之重要轉折的抓取情形 
 
針對 A 教師性質「切點和圓心連接起來會垂直切線」的性質證明，研究者
欲探的重要轉折有兩個，分別為：(一)在切線 L 上任取一點 B 異於 A、 （二）OA
是圓心 O 到切線 L 的最短距離。 
 
填空型問卷題目： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   轉折（一） ：在切線 L 上任取一點 B 異於 A 
說明：A 教師從已知條件「切線與圓只有一個交點」推出切線上所有點與圓
的位置關係之後，接著是要在切線上任取一點 B 代表切線上異於 A
的其他所有點。這個轉折有兩個重點，一是要無中生有、新增物件，
二是任取的概念。 
1.  假設 L 和圓 O 相交於切點 A  
因為 A 是 L 和圓 O 唯一的交點上 
所以 A 點在 L 上也在圓上 
2.  
 
 
3.  因為 B 點在圓外，所以OB r > （r 是半徑） 
  又因為 A 點在 L 上也在圓上，所以OA r =  
4.  
 
 
 
5.  OA垂直 L，也就是切點跟圓心連接起來會 
垂直切線 
【填空 A-1-1】 
【填空 A-1-2】 
 
下面是『切點跟圓心連接起來會垂直切線』的說明過程。 
請在空格中填入應有的過程，來完成這個說明。 
注意：每個空格中可以不只一個式子。 
 
 
 
 
 
 
 
切點 
A 
O 
L 切線 第肆章  研究結果 
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【現象報導】 
1.  下表 4-3-1 和表 4-3-2 分別是學生主動憶取教師證明和在教師推理脈絡
下，抓取轉折「在 L 上任取一點 B」的情形。 
表 4-3-1：主動憶取情形 
學生作答  人數 
＊明確寫出「在切線上任取一點」 5 人 
＊僅取點， 「任取」的概念隱含 2 人 
僅寫出在切線上取一點，或僅在圖中描一點 3 人 
未提及取點 2 人 
註 1：主動憶取教師證明的學生共有 12 人。 
註 2：標示有＊者，表示作出該轉折。 
 
表 4-3-2：被動憶取情形 
學生作答  人數（百分比）  
＊明確寫出「在切線上任取一點」 8 人（19.5％） 
＊僅取點， 「任取」的概念隱含 1 人（2.4％） 
僅寫出在切線上取一點，或僅在圖中描一點  15 人（36.6％）  
未提及取點，寫出其他答案  15 人（36.6％）  
空白未填答 2 人（4.9％） 
註 1：A 班全班共有 41 人。 
註 2：標示有＊者，表示作出該轉折。 
 
2.  從上表 4-3-1 可見，主動憶取到教師證明的學生中，約有 50％抓取到轉
折「在 L 上任取一點 B」 ，不僅知道要新增輔助點，並且抓到任取的概
念。 
3.  從表 4-3-2 可見，在提供教師的推理脈絡下，全班僅有約 22％的學生有
抓取轉折「任取一點」 。而未能抓取主要是兩個情形：其一，有取點但
沒有任取概念；其二，則是未提及取點。 
 
   轉折（二） ：OA是圓心 O 到切線 L 的最短距離。 第肆章  研究結果 
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說明：教師先在切線上任取一點 B，推出OB OA > 後，接著要推得OA是圓
心 O 到切線 L 的最短距離。 
這中間的轉折包含了思維上的切換：從「一個 B 點」切換成「所有的
點」 ，再從「點與點之間的距離」切換成「點與直線之間的距離」 。 
 
【現象報導】 
1.  下表 4-3-3 和表 4-3-4 分別是學生主動憶取和在教師推理脈絡下，寫出
轉折「OA是圓心 O 到切線 L 的最短距離」的情形 
表 4-3-3：主動憶取情形 
學生作答  人數 
＊寫出「OA是圓心到切線的最短距離」 ＊有抓取 「任取一點」  4 人＊ 
寫出「OA是圓心到切線的最短距離」  未抓取「任取一點」 5 人 
完全未提及 3 人 
註 1：主動憶取教師證明的學生共有 12 人。 
註 2：標示有＊者，表示作出該轉折。 
 
表 4-3-4：被動憶取情形 
學生作答  人數（百分比） 
寫出「OA是圓心到切線的
最短距離」 
＊有抓取「任取一點」 6 人（14.6％）＊ 
未抓取「任取一點」 2 人（4.9％） 
寫出「OA是最短距離」  未抓取「任取一點」 2 人（4.9％） 
寫出「OA是圓心到切線的
最短距離」 ，邏輯有誤 
有抓取「任取一點」 1 人（2.4％） 
未抓取「任取一點」 1 人（2.4％） 
寫出其他答案 
有抓取「任取一點」 1 人（2.4％） 
未抓取「任取一點」  16 人（39％） 
空白未填答 
有抓取「任取一點」 1 人（2.4％） 
未抓取「任取一點」  11 人（26.8％） 
註 1：A 班全班共有 41 人。 
註 2：標示有＊者，表示作出該轉折。 
 
2.  從上表 4-3-3 可見，主動憶取教師證明的學生中，有三分之一的人抓取
到兩個轉折。而近半數的學生雖然能寫出成分「OA是圓心到切線的最第肆章  研究結果 
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短距離」 ，但因為沒有抓取前一個重要轉折「任取一點」 ，是所以不見得
有經過「任取→所有點」的思維切換，所以不算抓取到這個轉折。 
3.  從上表 4-3-4 可見，在提供教師的推理脈絡之下，全班只有將近 15％的
學生寫出「OA是圓心到切線的最短距離」 ，並且有經歷過「任取→所
有點」的概念切換，也就是說這些學生同時抓取到兩個轉折。 
4.  從表 4-3-4 可以發現，沒有寫出「OA是圓心到切線的最短距離」的學
生，也幾乎是沒有抓取到轉折「在 L 上任取一點 B」 。 
5.  上表 4-3-4 中提到的寫出「OA是最短距離」 ，研究者不能確定其指的最
短距離是兩點間的？還是點到線的最短距離。而「OA是圓心到切線的
最短距離，邏輯有誤」是由於從學生的作答看來，像是從OA L ⊥ 推出
最短距離。 
 
   學生在兩個轉折的綜合表現 
在提供大部分教師的推理脈絡下，學生在兩個轉折的抓取的人數都不到
兩成，抓取的情形不甚理想。 
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貳、A 班學生在弦心距性質證明之重要轉折的抓取情形 
 
針對 A 教師「大弦對小弦心距，小弦對大弦心距」的性質證明，研究者欲
探的重要轉折有兩個，分別為：(一)作OA、OC 、 （二）列出商高定理式子後，
帶入所需的條件OA OC = 、AM CN > 。 
 
填空型問卷題目： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   轉折（一） ：作輔助線，連接兩條半徑 
說明：本證明是藉由商高定理將問題從幾何情境轉成代數情境，故必須要先
製造出直角三角形，所以「連接半徑」可說是啟動整個證明的開始。
這個轉折有兩個重點，一個是要新增物件，一個是知道只要連接兩弦
 
下面是『大弦對小弦心距，小弦對大弦心距』的證明。 
請在空格中填入應有的過程，來完成這個證明。 
注意：每個空格中可以不只一個式子。 
 
B  A 
C 
D 
M 
N
O 
 
 
  【已知】AB CD >  
 OM AB ⊥ 、ON CD ⊥
【求證】OM ON < ， 
即大弦對小弦心距 
 
 
 
1.  
 
 
2.  因為OM AB ⊥ 、ON CD ⊥  
所以
1
AM AB
2
= 、
1
DN CD
2
=  
3.  又因為AB CD > ，所以AM CN >  
4.  因為△AOM 和△CON 是直角三角形 
  所以
222
222
OM OA AM
ON OC CN
⎧ =− ⎪
⎨
⎪ =− ⎩
 
5.  
 
 
6.  所以OM ON < ，即大弦對小弦心距 
【填空 A-2-1】 
【填空 A-2-2】 第肆章  研究結果 
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各一段端點的半徑，共兩條就夠了。 
 
【現象報導】 
1.  下表 4-3-5 和表 4-3-6 分別是學生主動憶取和在教師推理脈絡下，作出
轉折「作（連接）兩條半徑」 。 
表 4-3-5：主動憶取情形 
學生作答  人數 
＊寫出「作（連接）半徑OA,OC」 ，並在圖中連接  20 人 
在圖中連接四條半徑 3 人 
註 1：主動憶取教師證明的學生共有 23 人 
註 2：標示有＊者，表示有作出該轉折。 
 
表 4-3-6：被動憶取情形 
學生作答  人數（百分比）  
＊寫出「作（連接）半徑OA,OC」  19 人（46.3％）  
＊僅在圖中連接兩條半徑 11 人（26.8％）  
作其他輔助線 1 人（2.4％） 
未作任何輔助線 10 人（24.4％）  
註 1：A 班全班共有 41 人 
註 2：標示有＊者，表示有作出該轉折。 
 
2.  從上表 4-3-5 可知，主動憶取教師證明的學生幾乎都有抓取到轉折「新
增物件、連接半徑」 ，並且除了在圖形中直接連接半徑，都能明確地寫
出「作OA,OC」 。 
3.  有少數的學生連接四條半徑，目的都是為了證明弦心距會平分弦長。啟
動作這個輔助線的目的不同於教師為了製造出直角三角形，使用商高定
理，故研究者不視為有抓取到轉折。 
4.  從上表 4-3-6 可知，在提供教師的推理脈絡之下，全班約有 73％的學生
抓到這個轉折（明確寫出或僅是在圖中連接兩條半徑） 。其中 10 人未作
任何輔助線的學生，僅是填空 A-2-1 中寫出圖形的作法或描述圖中物第肆章  研究結果 
75 
 
件。有趣的是，學生在 open(2)自己寫證明時，卻不曾出現描述圖形物
件或說明構圖作法的情形。 
 
   轉折（二） ：列出商高定理式子之後，要帶入所需條件OA OC = 、AM CN >  
說明：依照教師的證明流程，在推出商高定理式子之後，要從證明前半段推
出的結論中找出所需的條件OA OC = 、AM CN > ，代入商高定理式
子作代數符號運算，推出求證OM ON < 。 
 
【現象報導】 
1.  下表 4-3-7 和表 4-3-8 分別是學生在主動憶取和在教師推理脈絡下，寫
出轉折「所需條件OA OC = 、AM CN > 」的情形。 
表 4-3-7：主動憶取情形 
學生作答  人數 
＊有寫出條件OA OC =   20 人 
寫出商高定理式子就停止，未再往下證明 3 人 
註 1：主動憶取教師證明的學生共有 23 人。 
註 2：標示有＊者，表示作出該轉折。 
 
表 4-3-8：被動憶取情形 
學生作答  人數（百分比）  
＊寫出條件OA OC =   21 人（51.2％）  
＊條件OA OC = 僅標示在商高定理式子  5 人（12.2％） 
寫出其他答案 10 人（24.4％）  
空白無填答 5 人（12.2％） 
註 1：A 班全班共有 41 人 
註 2：標示有＊者，表示作出該轉折。 
註 3：由於另一個條件AM CN > 已經出現在題目中，可以不寫出。 
 
2.  從上表 4-3-7 可知，主動憶取教師證明的 23 位學生，在列出商高定理
式子後，幾乎（87％）都知道要連結所需的條件OA OC = 、AM CN > 。第肆章  研究結果 
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只是少數學生條件直接紀錄在商高定理式子上，雖然不是嚴謹的紀錄格
式，但是足以看出學生知道要連結哪些所需的條件的。 
3.  從上表 4-3-8 可知，全班約有六成左右（63％）的學生，可以順著教師
的推理脈絡連接到接下來所需的條件，抓取到這個轉折。 
 
 
   學生在兩個轉折的綜合表現 
1.  就能主動憶取教師證明的學生在兩個轉折的表現幾乎沒有差異；而在教師的
推理脈絡下，全班學生在兩個轉折的抓取也都在六成以上；不過學生在轉折
「連接半徑」的抓取較轉折「帶入所需條件」略佳。 
2.  在 open(2)可以主動憶取兩個轉折的學生，在教師的推理脈絡下，幾乎也可
以寫出兩個轉折。而在 open(2)與教師證明差異大的學生，約有四成的人在
教師的推理脈絡下，也能被動憶取兩個轉折。 
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參、B 班學生在切線性質證明之重要轉折的抓取情形 
 
針對 B 教師「圓心到切線的距離等於半徑」的性質證明，研究者欲探的重
要轉折有三個，分別為： （一） 帶入已知條件 「切線與圓只有一個交點，即切點」 、
（二）圓心到切點的距離最短、 （三）垂線通過切點。 
 
填空型問卷題目： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   轉折（一） ：作完垂線→帶入已知條件「切線與圓只有一個交點，即切點」 
說明：這個轉折是兩個平行步驟間的銜接，即在作完輔助線後，接著帶入題
 
下面是『圓心到切線的距離等於圓的半徑（OM＝r） 』的說明。 
請在空格中填入應有的過程，來完成這個說明。 
注意：每個空格中可以不只一個式子。 
 
 
 
 
  L 切線 
O  M 
 
1.  過圓心 O 對切線 L 做垂線 
  假設 L 和垂線的交點是 M  ，半徑＝r 
 
2.  
 
3.  所以切點跟圓心的距離等於 r，切線上 
其他的點到圓心的距離都大於 r 
4.  
 
 
5.  又因為通過圓心對切線做的垂線有垂 
直距離 
6.   
 
 
7.  所以OM＝r，也就是說圓心到切線的 
距離等於圓的半徑 
【填空 B-1-1】 
【填空 B-1-2】 
【填空 B-1-3】 
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目的已知條件，再引用點與圓的位置關係，推出切線上的點與圓心的距離。  
【現象報導】 
1.  依照研究者的界定，B 班學生都不算主動憶取到教師的證明，因為學生
最多僅抓取到最後的求證「圓心到切線的距離等於半徑」 （23 人） ，這
個主要成份。其中的 6 人僅是寫出求證，沒有任何推理過程。也就是說，
這 6 位學生沒有寫出任何步驟，因此，研究者無法探討這 6 位學生主動
憶取教師證明中重要轉折的現象。 
2.  前述剩下的 17 人，部份學生連接圓心和切點，然後寫出「∵切點在圓
上，∴圓心到切點的距離等於半徑」 ，接著推出求證「圓心到切線的距
離等於半徑」 。研究者感覺，這些學生並不是作垂線，而是早已認定圓
心和切點的連線即為圓心到切線的距離，接著就是把圓心到切點的距離
求出來。研究者認為這些學生的作答比較像是在做同一個步驟內的推
理，而不是平行步驟間的銜接轉折。 
3.  在教師的推理脈絡下，B 班學生在填空 B-1-1 的作答中，只有 2 位學生
寫出「圓心到圓上的點的連線是半徑」還算能銜接下段證明敘述；其他
學生的作答集中在兩種情形：OM r = （14 人） 、空白（12 人） 。從大多
數學生順著第一個步驟作垂線OM，接著就寫出求證OM r = 的現象來
看，研究者認為教師中間所作的推理過程，學生是沒有習得的。 
 
   轉折（二） ：
切點到圓心等於半徑
其他點到圓心大於半徑
→切點到圓心的距離最短 
說明：從已知「切線與圓只有一個交點」推出「切點到圓心的距離等於半徑
和其他點到圓心的距離大於半徑」之後，接著選擇推出「切點到圓心
的距離最短」的目的是為了後面的『合一』作準備。 
 
【現象報導】 第肆章  研究結果 
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1.  由於學生的作答要不視覺直觀、或是直接寫出求證，要不就是僅推出切
點到圓心的距離等於半徑，完全沒有提到切線上其他的點。也就是說，
學生在前一步就已經停止，研究者無法探查其是否有抓取到轉折。 
2.  在教師的推理脈絡下，B 班全班無人寫出「切點到圓心的距離最短」 。
學生在填空 B-1-2 的作答，有將近一半的人空白未作答，此外還有幾種
作答類型：OM L ⊥ 、逆推回「其他的點在圓外」 、切線上其他點不垂直
切線、…等。 
 
   轉折（三） ：通過圓心對切線做的切線有垂直距離→垂線通過切點。 
說明：從推出「切點到圓心的距離是最短」之後，教師再提起一開始做的垂
線，啟動後半段的證明，直到推出「垂線會通過切點」 。這中間其實
是包含了一連串的轉折。 
這一連串的轉折要帶入大量條件資訊： （1）帶入條件：切點到圓心的
距離最短、 （2）帶入性質：點到線的最短距離是垂直距離。要作思考
的切換： （1） 「最短距離是垂直距離」 切換成 「垂直距離是最短距離」 、
（2） 「點到線的距離」切換成「點到點的距離」等。 
 
【現象報導】 
1.  B 班學生完全沒有提及「作垂線」 ，絕大多數在推出「圓心到切點距離
等於半徑」就已經停止證明，因此研究者無法探查其是否能寫出這一串
連轉折。 
2.  在教師的推理脈絡下，B 班全班 39 人中，僅有 3 人在空格中提及「垂
直距離就是最短距離」 ，算是做了些許的連結，但也沒能再往下作出其
他轉折。至於其他的學生則幾乎是完全空白。 
 
   學生在三個轉折的綜合表現 第肆章  研究結果 
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1.  在主動憶取的部份，除了求證之外，學生沒有抓取到其他成份、步驟，
因此沒辦法探得學生主動憶取重要轉折的抓取情形。 
2.  而在提供大部份的教師推理脈絡下，學生被動憶取轉折的情況依舊很不
理想。學生頂多承接前一個步驟，作點連結（例如，在填空 B-1-3，有
少數學生寫出垂直距離是最短距離） ，但並不是清楚地掌握到兩個連續
步驟間的轉折。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 第肆章  研究結果 
81 
 
肆、B 班學生在弦心距性質證明之重要轉折的抓取情形 
 
針對 B 教師「小弦心距對大弦，大弦心距對小弦」的性質證明，研究者欲
探的重要轉折有兩個，分別為： （一）作輔助線，連接兩條半徑、 （二）列出商高
定理式子後，帶入所需的條件OA OC = 、OM ON < 。 
由於 A、B 兩位教師在弦心距性質的證明內容非常相近，而研究者欲探的兩
個重要轉折內容很相近 ， 所以研究者不再加以詳述 ， 僅強調兩題轉折上的不同處 。  
 
填空型問卷題目： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
下面是『小弦心距對大弦，大弦心距對小弦』的證明過程。 
請在空格中填入應有的過程，來完成這個證明。 
注意：每個空格中可以不只一個式子。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
OM ON <  
1.   
 
  
2.  因為OM、ON為AB、CD的弦心距 
所以 CNO AMO 90 ∠ =∠ = ∘ 
且CD 2CN =  
AB 2AM =  
3.  因為△CON 和△AOM 是直角三角形 
222
222
CO ON CN
AO OM AM
⎧ =+ ⎪
⎨
⎪ =+ ⎩
 
4.   
 
 
 
5.  所以2AM 2CN >  
6.  因此AB CD > ，即小弦心距對大弦 
【填空 B-2-1】 
【填空 B-2-2】 
A 
B  C 
D 
N 
M 
O 
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   轉折（一） ：作輔助線，連接兩條半徑 
說明：與 A 教師證明中連接兩條半徑的轉折相同。 
 
【現象報導】 
1.  下表 4-3-9 和表 4-3-10 分別是學生主動憶取和在教師推理脈絡下，作出
轉折「作（連接）兩條半徑」 。 
表 4-3-9：主動憶取情形 
學生作答  人數 
＊寫出「作（連接）半徑OA,OC」 ，並在圖中連接  3 人 
＊僅在圖中連接兩條半徑 5 人 
註 1：主動憶取教師證明的學生共有 8 人 
註 2：標示有＊者，表示有作出該轉折。 
 
表 4-3-10：被動憶取情形 
學生作答  人數（百分比）  
＊寫出「作（連接）半徑AO,CO」  12 人（30.8％）  
＊僅在圖中連接兩條半徑 9 人（23.1％） 
作其他輔助線（連接四條半徑） 5 人（12.8％） 
位作任何輔助線 13 人（33.3％）  
註 1：B 班全班共有 39 人 
註 2：標示有＊者，表示有作出該轉折。 
 
2.  從表 4-3-9 可知，主動憶取教師證明的 8 位學生，全部都有連接兩條半
徑，只差別在有無嚴謹的紀錄格式。這些學生都有抓取到新增物件、作
輔助線的轉折，並且也掌握到僅需連接兩條半徑就足夠了的重點。 
3.  從表 4-3-10，在提供教師的推理脈絡下，全班將近 54％的學生寫出「連
接（作）AO,CO」或是在圖形中連接兩條半徑，算是抓取到轉折「新
增物件」的轉折。順帶一提的是，僅在圖形中連接兩條半徑的學生，在
填空 B-2-1 的作答是描述圖中的物件 （4 人） 、空 白 （3 人） 、寫 出 AO CO =
（2 人） 。 第肆章  研究結果 
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   轉折（二） ：列出商高定理式子之後，帶入所需條件AO CO = 、OM ON <  
說明：本轉折雖然也是要帶入所需的條件，但是與 A 教師弦心距性質證明
中的帶入所需條件的轉折有所不同： 
1.  帶入的條件地位不同：除了共同的OA OC = ，A 教師證明中帶入的
AM CN > 是在前半段的證明中剛推出的新條件。而本轉折帶入的
OM ON < 是已知條件，僅在一開始介紹題目時提及，但在前半段
的證明過程中尚未被使用。 
2.  在證明的地位不同：A 教師證明中，帶入所需條件的轉折是總結前
段證明推出的新條件，導向求證。而本轉折則是引用尚未被使用的
已知條件OM ON < 和前段推出的新條件OA OC = ，推論出新條件
AM CN > 。 
 
【現象報導】 
1.  下表 4-3-11 和表 4-3-12 分別是學生在主動憶取和在教師推理脈絡下，
寫出轉折「所需條件AO CO = 、OM ON < 」的情形。 
表 4-3-11：主動憶取情形 
學生作答  人數 
＊有寫出條件OA OC = 、OM ON <   8 人 
註 1：主動憶取教師證明的學生共有 8 人。 
註 2：標示有＊者，表示作出該轉折。 
 
表 4-3-12：被動憶取情形 
學生作答  人數 （百分比）  
＊寫出條件AO CO = 、OM ON <   7 人（17.9％）  
＊條件AO CO = 、OM ON < 僅標示在商高定理式子 2 人（5.1％） 
缺少已知條件OM ON <   8 人（20.5％）  
寫出其他答案 7 人（17.9％）  
空白無填答 13 人 （33.3％）  第肆章  研究結果 
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註 1：B 班全班共有 39 人 
註 2：標示有＊者，表示作出該轉折。 
 
2.  從表 4-3-11，主動憶取到教師證明的 8 位學生，在列出商高定理式子之
後，接下來都知道要帶入條件AO CO = 和OM ON = ，有抓到帶入所需
條件的轉折。並且，他們在教師的推理脈絡下，也都能作出此轉折。 
3.  從表 4-3-12，在教師的推理脈絡下，仍有超過五成的學生無法在列出商
高定理式子之後，去連結所需的條件。其中是以空白未填寫的佔最大多
數，而這些學生在 open(2)都是沒有憶取到教師證明、或是在 open(1)就
不是寫出欲探性質，可見這些學生幾乎是沒有習得教師課堂中對此弦新
句性質的教學內容。 
4.  承上第 3 點，缺少寫出已知條件OM ON < ，也是學生在連結所需條件
時另一個常見的現象，這些學生對於條件AO CO = 的連結強過於已知條
件OM ON < 。其中有 5 位學生在填空 B-2-1 有寫出「連接AO、CO」
或是在圖形中連接AO、CO，研究者猜測，當面對的資訊數量較多，
學生在連結挑選所需的條件時，在前半段證明就已經出現過的條件比較
容易連結。 
 
   學生在兩個轉折的綜合表現 
1.  學生在「新增物件，作輔助線」和「列出商高定理式子後，帶入所需條
件」兩個轉折的表現差異很大。共有三分之一的學生（13 人）僅作出
轉折 「作輔助線，連接兩條半徑」 ，而沒有作出轉折 「帶入所需的條件」 ；
而有；而有超過三分之一的學生（15 人）兩個轉折都沒有作出來。 
2.  對 B 班學生來說，轉折「帶入所需條件」的難度比轉折「作輔助線，
連接兩條半徑」來的高。 
 第肆章  研究結果 
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伍、C 班學生在切線性質證明之重要轉折的抓取情形 
 
針對 C 教師「如果圓心到直線 L 的距離剛好等於半徑，那麼直線 L 與圓的
交點只有一個」的性質證明，研究者欲探的重要轉折有兩個，分別為： （一）在
L 上任取一點 P 異於 H、 （二）從「OP OH > 」到「L 與圓只有一個交點」 。 
 
填空型問卷題目： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   轉折（一） ：在 L 上任取一點 P 異於 H 
說明：從已知條件OH r = 推得直線 L 與圓有一個交點後，C 教師接著在 L
上任取一點 P 來代表異於 H 的其他所有點，接著利用 P 點繼續下面
 
『如果圓心到直線 L 的距離剛好等於半徑 ， 那麼 L 與圓的交點只有一個 。 』  
下面是『   』內那段話的說明過程。 
請在空格中填入應有的過程，來完成這個說明。 
注意：每個空格中可以不只一個式子。 
 
 
 
 
 
1.  令OH＝d 
因為圓心到 L 的距離剛好是半徑 
  所以 L 上有一點與圓相交 
2.  
 
 
3.  因為△PHO 是直角三角形，所以OP＞d 
  而OH（＝d）是半徑，所以OP＞d＝r 
4. 
 
5.  所以 L 與圓 O 的交點只有一個 
【填空 C-1-1】 
【填空 C-1-2】 
L  H 
O 
d  r第肆章  研究結果 
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的推理。這個轉折有兩個難點，一是要無中生有、新增物件，二是任
取的概念。 
 
【現象報導】 
1.  下表 4-3-13 和表 4-3-14 分別是學生主動憶取和在教師推理脈絡下，寫
出轉折「任取一點」的情形。 
表 4-3-13：主動憶取情形 
學生作答  人數 
＊明確寫出「在 L 上任取一點」 6 人 
＊僅寫「在 L 上取一點」 ， 「任取」的概念隱含 2 人 
僅寫「在 L 上取一點」 ，或僅在圖中描出一點 3 人 
未提及取點 2 人 
註 1：主動憶取教師證明的學生共有 13 人。 
註 2：標示有＊者，表示作出該轉折。 
 
表 4-3-14：被動憶取情形 
學生作答  人數（百分比）  
＊明確寫出「在 L 上任取一點」 13 人（33.3％）  
＊僅寫「在 L 上取一點」 ， 「任取」的概念隱含 7 人（18％） 
僅寫「在 L 上取一點」 ，或僅在圖中描出一點 10 人（25.6％）  
未提及取點，寫出其他答案 2 人（5.1％） 
空白未填答 7 人（18％） 
註 1：C 班全班共有 39 人。 
註 2：標示有＊者，表示作出該轉折。 
 
2.  表 4-3-13 所提的隱含是指，例如學生僅寫出「在 L 上取一點 P」 ，但在
作後面的推理時，提及「因為 P 是任意的點」或「P 是 L 上異於 H 的
隨便的一個點」 ；研究者認為該生所取的 P 點是隱含有任取的概念，只
是沒有明確地寫出來，故仍可以算是作出這個轉折。 
3.  從表 4-3-13，主動憶取教師證明的學生過半有作出轉折「新增物件、任
取的物件」 。而沒有作出轉折的學生，可能是具備在 L 上有一個點的第肆章  研究結果 
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image，但沒有掌握到「任取」的概念。 
4.  從表 4-3-14，在教師的推理脈絡下，全班有五成的學生作出 「新增物件、
任取一點」的轉折；同樣地，學生沒能作出轉折最主要的原因是沒有掌
握到「任取」的概念。 
5.  學生在主動憶取教師的證明時，幾乎不會寫出證明的主要步驟 1（從已
知條件OH r = ，推出 H 是 L 與圓的一個交點） ，也就是說在學生寫出的
證明脈絡中， 「在 L 上任取一點 P 異於 H」被視為證明的第一個步驟，
學生並沒有因為前一個步驟的未出現，而影響這個轉折的建立。 
6.  主動憶取到教師證明的 13 人，不管是否有主動作出轉折「新贈物件、
任取一點」 ，在教師的推理脈絡下幾乎全部都作出這個轉折（只有 1 人
未作出） 。承上面第 5 點，雖然這些學生大部分是將「任取一點」視為
證明的第一步驟，但是到了教師的推理脈絡下，仍然可以作出轉折，可
見「從已知條件OH r = ，推出 H 是 L 與圓的一個交點」對其在作出轉
折「新增物件、任取一點」上並不會造成影響。 
 
   轉折（二） ：從「OP OH > 」到「L 與圓只有一個交點」 
說明：在 L 上取完 P 點後，教師製造出直角三角形作為中介，從一個點與
圓的關係切換成直角三角形邊長間的關係。接著要從直角三角形切換
回切線上異於 H 的其他所有點與圓之間關係 。 研究者要探討的是後段
的一連串的轉折（上面畫底線部份） 。這一連串轉折的包含的思考切
換有： （1）再次使用已知條件OH r = ，切換股長為圓半徑、 （2）概念
切換，從線段長切換成點與圓心的距離、 （3）帶入性質「點與圓的位
置關係」 、 （4） 帶入條件 「P 是任取的點」 ，一個點切換成其所有的點。  
 
【現象報導】 
1.  下表 4-3-15 是學生主動憶取教師的證明時，在轉折「從OP OH > 到 L第肆章  研究結果 
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與圓只有一個交點」的表現： 
 
表 4-3-15：主動憶取情形 
學生作答  人數 
＊OP OH > →OP r > →P 在圓外→只有一個交點 任取一點＊ 3 人 
OP OH > →OP r > →只有一個交點 
任取一點＊ 1 人 
無任取一點 2 人 
OP OH > →只有一個交點  任取一點 3 人 
寫出OP OH > 後，證明就停止  任取一點 1 人 
寫出OP OH > →OP r > 後，證明停止  無任取一點 1 人 
還沒寫出OP OH > ，證明就停止  無任取一點 2 人 
註 1：主動憶取教師證明的學生共有 13 人。 
註 2：標示有＊者，表示作出該轉折。 
註 3：表中的「只有一個交點」是「L 與圓只有一個交點」 。 
 
2.  因為從一個 P 點，回推切線上異於 H 其他所有的點，是本轉折的思考
切換之一，所以學生是否有抓到轉折「任取一點 P」 ，也是衡量是否作
出本轉折的重點。 
3.  部份學生在推出OP OH > 或OP r > 之後，便直接推出 L 與圓只有一個交
點。其中，推出OP r > 就推出只有一個交點的作答，研究者接受是有作
出本轉折的，因為教師在進行點與圓的位置關係的教學時，不斷地強調
OP r >⇔ P 在圓外之間互推的關係，所以學生未再多寫出「P 在圓外」
是可以接受的。再者，因為「再次使用已知條件OH r = ，切換股長為半
徑」 ，將從直角三角形的邊長關係切換回點與圓的位置關係，是本轉折
的重點，所以從OP OH > 直接推出只有一個交點的作答，研究者不判定
為有作出轉折， 
4.  從上表 4-3-15，綜合前面第 2、3 點，可知能主動憶取到教師證明的學
生中，共有 4 人，其中 3 人會寫出像教師那般細膩地一連串的推理。 
5.  下表 4-3-16 是 C 班全班學生在填空問卷的填空 C-2-2 的作答情形： 第肆章  研究結果 
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表 4-3-16：被動憶取情形 
學生作答  人數 （百分比）  
任取一點 P 
除了 H 以外，L 上其他的點都在圓外 （都
不在圓上、都不是交點）＊ 
1 人（2.6％） 
P 在圓外  ＊ 6 人（15.4％）  
L 上其他的點到圓心大於 r ＊ 2 人（5.1％） 
L 上其他的點到圓心大於OH  2 人（5.1％） 
其他錯誤答案 1 人（2.6％） 
空白  ＊ 1 人（2.6％） 
僅取一點 P
無任取 
除了 H 以外，L 上其他的點都在圓外 （都
不在圓上、都不是交點）＊ 
2 人（5.1％） 
P 在圓外 2 人（5.1％） 
L 上其他的點到圓心距離大於 r ＊ 3 人（7.7％） 
L 上其他的點到圓心距離大於OH  2 人（5.1％） 
其他錯誤答案  7 人（17.9％）  
無任取一點  空白 10 人 （25.6％）  
註 1：C 班全班共有 39 人。 
註 2：標示有＊者，表示作出該轉折。 
 
6.  由於填空型問卷，所提供的教師推理脈絡多給一步，從OP OH > 到
OP r > 已經寫出來了，所以此填空 C-2-2 可以用來協助觀察學生從
OP r > 到 L 與圓只有一個交點之間的轉折。從上表 4-3-16 發現，學生
在主動憶取教師證明時，所出現的轉折表現也浮現出來了，例如像「L
上其他的點到圓心距離大於 r」和「L 上其他的點到圓心距離大於OH」
等作答。 
7.  承上第 6 點，研究者發現一個特別的現象：寫出「L 上其他的點到圓心
距離大於OH」的學生，無視於題目的脈絡已經將股長切換成半徑，硬
是逆轉回與股長OH的比較，才能推出 L 與圓只有一個交點。 
8.  承接前面第 2、3 點的討論，根據表 4-3-16，在教師的推理脈絡之下，C
班全班學生共有 15 人（38.5％，即表中標示＊的作答） ，可算是作出可第肆章  研究結果 
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接受的轉折。 
 
   學生在兩個轉折的表現： 
1.  從上表 4-3-15，主動憶取教師證明的學生中，先不管學生是從OP OH >
或是OP r > 或是再從 P 在圓外推出 L 與圓只有一個交點 ， 可以發現有抓
取到「任取」概念的學生，較能作出「只有一個」的概念。 
2.  再從表 4-3-16，僅取一個點，但沒有抓取到 「任取」 概念的學生 （例如，
表中「僅取一點，無任取」-「其他錯誤答案」的 7 人） ，大部分是沒辦
法作出從OP r > 推到 L 與圓只有一個交點中間的轉折。 
3.  在主動憶取教師證明的 13 位學生中，有 4 位主動作出兩個轉折，並且
在教師的推理脈絡下，也都能作出兩個轉折。 
4.  而在open(1)沒有寫出欲探性質和在open(2)沒有主動憶取教師證明的26
位學生中，僅有 6 位在教師的推理脈絡下，可以作出兩個轉折，也就是
有理解教師推理的精神；其他的學生多是「僅取一點，無任取概念」 ，
並且未作出從OP OH > 到只有一個交點的轉折（10 人） 。 
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陸、C 班學生在弦心距性質證明之重要轉折的抓取情形 
 
針對 C 教師「當弦心距愈短時，它所對應的弦愈長」的性質證明，研究者
欲探的重要轉折有兩個，分別為： （一）作輔助線，連接一條半徑、 （二）列出商
高定理式子後，帶入所需的條件”r 是定值”。 
 
填空型問卷題目： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   轉折（一） ：作輔助線，連接一條半徑 
說明：與 A、B 教師在弦心距性質所作的證明相似，C 教師也是藉由連結半
徑製造出直角三角形，目的是利用商高定理，將問題從幾何情境轉到
 
下面是『當弦心距愈短時，它所對應的弦愈長』的證明過程。 
請在空格中填入應有的過程，來完成這個證明。 
注意：每個空格中可以不只一個式子。 
 
 
1.  
 
 
2.  令弦AB長＝t，弦心距OH＝d，半徑＝r 
3.  因為弦心距會把弦垂直平分 
所以
t
AH
2
=  
4.  因為△AOH 是直角三角形 
所以
22 2 t
rd( )
2
=+  
5.    
 
 
 
6.  所以當弦心距愈短時，它所對應的弦愈長 
【填空 C-2-1】 
【填空 C-2-2】 
A  H  B 
D 
C 
O 
d 第肆章  研究結果 
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代數情境來處理。這個轉折也有兩個重點，一個是要新增物件，而且
是連接半徑，另一個則是僅需要連接一條半徑就足夠了。 
 
【現象報導】 
1.  下表 4-3-17 和表 4-3-18 分別是學生主動憶取和在教師推理脈絡下，作
出轉折「作（連接）兩條半徑」 。 
表 4-3-17：主動憶取情形 
學生作答  人數 
＊寫出「作（連接）半徑OA」 ，並在圖中連接  1 人 
＊僅在圖中連接一條半徑 5 人 
連接兩條半徑 1 人 
在假設符號時提及「OA＝半徑」 ，但未寫或未在圖中
連接半徑OA 
1 人 
註 1：主動憶取教師證明的學生共有 8 人 
註 2：標示有＊者，表示有作出該轉折。 
 
表 4-3-18：被動憶取情形 
學生作答  人數（百分比）  
＊寫出「作（連接）半徑OA」  5 人（12.8％） 
＊僅在圖中連接一條半徑 11 人（28.2％）  
連接兩條半徑 2 人（5.1％） 
未作任何輔助線 21 人（53.9％）  
註 1：C 班全班共有 39 人 
註 2：標示有＊者，表示有作出該轉折。 
 
2.  從表 4-3-17，主動憶取到教師證明的學生幾乎都有抓到轉折「新增物
件、作輔助線」 。其中有 1 人連接兩條半徑，但其目的是為了推導出弦
心距OH會平分弦AB，這個作輔助線的啟動目的不同於教師為了製造
出直角三角形，使用商高定理，故研究者不視為有抓取到此轉折。 
3.  從表 4-3-18，在教師的推理脈絡下，只有四成的學生寫出「作（連接）
半徑OA」或是在圖形中連接半徑。相較於其他兩班，C 班學生作出此第肆章  研究結果 
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轉折的情形較差。 
4.  承上第 1 點，僅在圖形中連接半徑的學生，在填空 C-2-1 的作答多是寫
出構圖的作法（6 人） ，剩下的人則是空白或是描述圖形物件，這個現
象與 A、B 兩班表現相似。 
5.  此外，有一個異於 A、B 兩班學生的現象：C 班學生在 open(2)作出轉
折「新增物件、連接半徑」的 6 人，只有 1 人在教師的推理脈絡下，作
出此轉折，其他 5 人僅是寫出構圖作法，完全沒有提及連接半徑。 
 
   轉折（二） ：列出商高定理式子後，帶入性質「r 是定值（圓半徑固定） 」 。 
說明：與 A、B 兩班轉折「帶入所需條件」最大的不同在於，本轉折要帶入
的不是在證明前半段中推出的新條件，也不是已知條件，而是一個數
一般化的數學概念 「圓的半徑是固定的」 ，隱藏在圖形背景中的條件。
此外，還要先經過概念上的切換，將幾何概念（圓半徑固定）切換成
代數概念（定值） ，才能使用。 
 
【現象報導】 
1.  下表 4-3-19 和表 4-3-20 分別是學生在主動憶取和在教師推理脈絡下，
寫出轉折「所需條件 r 是定值」的情形。 
表 4-3-19：主動憶取情形 
學生作答  人數 
＊有寫出條件「r 是定值」 7 人 
僅列出商高定理式子，證明即停止 1 人 
註 1：主動憶取教師證明的學生共有 8 人。 
註 2：標示有＊者，表示作出該轉折。 
 
表 4-3-20：被動憶取情形 
學生作答  人數 （百分比）  
＊寫出條件「r 是定值」 20 人 （51.3％）  第肆章  研究結果 
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寫出其他答案（例如，d 和 t 成反比） 6 人（15.4％）  
空白無填答 13 人 （33.3％）  
註 1：C 班全班共有 39 人 
註 2：標示有＊者，表示作出該轉折。 
 
2.  從表 4-3-19 可知，主動憶取教師證明的學生，若是能列出商高定理式
子，幾乎都能連結到所需的條件「r 是定值」 ，即作出這個轉折。 
3.  從表 4-3-20，在提供教師的推理脈絡下，有五成的學生知道在列出商高
定理式子之後，接下來是要連結「r 是定值」這個條件，即能作出這個
轉折。 
 
   學生在兩個轉折的表現： 
1.  從主動憶取的部份來看，雖然主動憶取教師證明的學生不多 （僅 8 人） ，
但是這些學生幾乎是能作出兩個轉折（6 個） 。不過，這些學生在教師
的推理脈絡下，卻僅作出轉折「帶入所需條件 r 是定值」 ，這個現象不
同於 A、B 兩班的學生在主動和被動憶取轉折一致的現象。 
2.  從表 4-3-18 和表 4-3-20，C 班學生在轉折「帶入所需條件 r 是定值」的
表現較轉折「新增物件，連接半徑」較佳。 
3.  此外，C 班學生有四分之一的人僅作出轉折「帶入所需條件 r 是定值」
而未作出轉折「新增物件，連接半徑」 ，而 A、B 兩班學生大多是兩個
轉折一起抓取，即少出現這個現象（A 班
3
41
、B 班
1
39
） 。 
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第四節  教師教學對學生習得教師所作幾何推理證明之可能影響探討 
 
本節探討的主題是三位合作教師的教學，如何影響學生習得教師所作的推理
證明。分成兩大部份報導： 
壹、切線性質和證明之學生習得情形比較與可能影響原因探討； 
貳、弦心距主題和證明之學生習得情形比較與可能影響原因探討。 
 
雖然三位合作教師教學的主題皆是與圓的切線和圓的弦心距相關，但選擇的
性質內容卻不盡相同，所以相對應的性質證明亦不相同。 
此外，本研究觀察的三個班級學生程度差異頗大，研究者無法直接使用三個
班級全班的原始數據資料，作為學生習得情形差異的依據。故研究者針對從三個
班級配對出學生程度相近之「三班配對組合」
8，以及分別擇兩班配對出「兩班
配對組合」 ，在盡量去除學生程度差異的變因的情況下，將探討的重心放在質的
比較，分析這些學生浮現的習得現象 pattern。 
為了說明便利，本節內容提到的 A、B、C 班學生指的是配對組合的學生群，
而不是泛指原始全部的班級學生。 
為回答本研究之研究問題 4，從三位教師的教學因素對學生習得教師所作推
理證明之影響。但由於教師教學因素所能探討的項目很多，研究者從中挑選「教
師的教材內容安排」 、 「教師使用的教學手法」兩個面向，作為探討教師教學對學
生習得影響的分析面向。 
雖然如此，在課堂中，影響學生學習的因素很多。例如：學生本身是課堂中
的主角之一，所以學生學習的注意程度、學生是否曾在學校教學之前曾經學過相
關的內容…等，也是值得注意的分析項目。 
  此外，教學課堂的時段（例如：午休後的第一節、接近放學的課堂） 、觀察
與施測的時間點…等等，都可能是影響學生學習或評鑑學生習得表現的因素，研
                                                 
8  參見第三章研究方法之第三節「研究對象」 第肆章  研究結果 
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究者也會適度地放入分析的考量。 
下表 4-4-1，為研究者用來探討三班學生對教師所作推理證明之習得情形差
異的分析面向，其中研究者以教師的教學內容安排和教學手法為分析的主軸。 
 
表 4-4-1  
分析面向  面向說明  分析細項 
教學內容
安排 
課堂教學流程 
教師在教學課堂中聚焦的主題數量 
欲探性質及證明在教學流程的位置 
題材選擇 
教材安排 
選擇的證明內容 
教學內容布題 
教學手法 
教師在作推理證明教
學時使用的教學手法 
問答（開放或封閉的問題、時機） 
板書的使用 
講解與圖形、肢體動作的搭配 
強調方式（重複、以不同的方式講解） 
學生背景 
學生學習經驗 
學生課堂學習狀態 
學生的成就差異（PR 值） 
是否曾在補習聽過類似的證明內容 
學生的注意程度 
環境背景 
教師與學生無法控制
的環境因素 
教學課堂時段 
觀察與施測的時間點 
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壹、切線性質證明之學生習得情形比較與教師教學之可能影響探討 
 
甲、  背景描述 
 
以下的背景描述包含四個部份，分別是（1）環境背景、 （2）整節教學課堂
的教學流程概述、 （3）教師教學特質與師生互動概述、 （4）教師所作推理證明內
容之比較、 （5）欲探性質與證明之教學概述。 
 
（1）  環境背景 
 
   教學課堂時段（國中一節課的教學時間為 45 分鐘） 
A 教師當天有兩節 A 班的數學課，分別是接近中午的第四節、接
近放學的第八節；而切線性質與證明是在第四節課，該節教學時間約為
44 分鐘。 
B 教師的教學課堂是上午第三節，課堂一開始先處理班務，教學時
間約為 38 分鐘。而 C 教師的教學課堂為上午第四節，但因為該節課前
17 分鐘進行弦心距性質問卷施測，故教學的時間約為 28 分鐘。 
 
   觀察與施測的時間點 
依照研究流程，施測時間為觀察課堂 （教學課堂） 的下一節數學課。
但是為不影響教師教學進度的安排，出現特別但沒有違背研究流程的情
形。 
表 4-4-2  
班級 A 班 B 班 C 班 
觀察課堂 10/22 第四節 10/19 第三節 10/16 第四節 
施測課堂 
10/23 第六節 10/22 第七節 10/17 第一節 
隔天數學課  隔週末數學課 隔天數學課 
 
首先，因為 B 班的教學課堂適逢週五，施測課堂便延至下週一，
中間間隔的時間較其他兩個班級長。其次，由於 A 教師當天在 A 班有第肆章  研究結果 
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兩節數學課，且 A 教師預定在第八節課進行研究者欲探的另一個弦心
距性質的教學。由於研究者要依據教學課堂的教學內容編制問卷，加上
時間的急迫，研究者只好將選擇隔天（10 月 23 日）的數學課進行切線
性質問卷的施測。 
 
（2）  整節教學課堂的教學流程概述 
 
   教學課堂中聚焦的主題數量（主題：幾何物件概念、幾何性質） 
研究者將三位教師的教學課堂依照介紹的教學主題列出流程表
9。
在此僅列出教師總共介紹的主題數量：A 教師介紹 10 個教學主題、B
教師共介紹 5 個主題，C 教師共介紹 3 個主題。 
 
   欲探性質及證明在教學流程的位置 
三位教師延續點與圓的位置關係後，接著討論直線與圓的交點情
形，再藉由圓心到直線的距離與半徑的大小關係，引入直線與圓的位置
關係。然而，在相同的教學範圍中，三位教師進行論證的性質（研究者
欲探的性質）完全不同，分別為： 
A 教師：切點和圓心連接起來會垂直切線； 
B 教師：圓心到切線的距離等於半徑； 
C 教師 ： 當圓心到直線的距離等於半徑時 ， 直線與圓只有一個交點。  
 
研究者欲探的性質及證明在三位教師教學課堂中出現的時間點，分
別如下表 4-4-3： 
表 4-4-3 
教師  被提及的時間點  被提及的序位 
A  第 8 到 15 分鐘  第 5 個教學主題 
B  第 31 到 39 分鐘（教學時間的第 25 到 33 分鐘） 第 5 個教學主題 
C  第 24 到 37 分鐘（教學時間的第 9 到 19 分鐘）  第 1 個教學主題 
 
 
                                                 
9  可參見附件 第肆章  研究結果 
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（3）  三位教師教學特質與師生互動概述 
A 教師在本節課連續不斷地介紹不同的主題（共有 10 個） ，幾乎沒
有題目練習。教師介紹完性質後會馬上作證明，有時寫成形式證明，有
時則是搭配圖形作口頭上的說明。A 教師偶而會拋問，但次數不多且以
封閉性問題居多。 
整堂課下來，A 教師和學生的互動不多，回應教師問題的學生人數
不多。有時學生反應較為熱烈或發出較大聲響，教師會立刻制止；但是
教師仍會觀察學生的反應（表情、沉默） ，重複教學內容。 
 
B 教師在本節課的教學主題較少，且聚焦在研究者欲探的性質「直
線與圓的位置關係」上。教師介紹完概念或性質後，會馬上帶學生閱讀
課本中相關的內容，並要求學生劃重點，同時教師會對照黑板上的圖形
再重複說明一次。 
此外，B 教師試圖建立學生的數學概念，例如舉生活實例分類動物
的想法引入 「點與圓的位置關係」 ，並串連接著的 「線與圓的交點情形」 ；
提出數學上慣用數學關係式的想法引入「線與圓的位置關係」等。 
B 教師與學生的互動多，有時是生活上的閒聊，偶而會提出開放性
的問題，學生的回應頗為熱烈。 
 
由於 C 教師的課堂前 17 分鐘在做問卷施測，剩下不到 30 分鐘的
教學時間中，教師僅介紹了 3 個主題。實際上研究者感覺 C 教師的教
學節奏應該是與 A 教師較為接近。 
C 教師要求學生在上課前先預習當天的課本內容，在課堂中點學生
回答相關於課本內容的問題。C 教師在教學時常作數學內部連結，利用
演繹方式推導性質，並且在介紹完性質後常會提供具思考性的題目（例
如作圖題、證明題） ，要求學生應用剛教的性質解題。 
C 教師與學生的互動很多，常拋問並要求學生一定要回答，也常抽
點學生起來回答問題。此外，C 教師非常在意學生的注意程度，常常提
醒學生「看黑板」 、 「這很重要，要成為你身體的一部分」 。 
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（4）  教師所作之推理證明內容之比較 
 
由於欲探的性質不同，三位教師所選擇的證明內容也大不相同，就
證明手法來看不是傳統的證明類型。 
A、C 教師使用「先任取一點再回推所有點」的手法，將切線上其
他無限多個點的情形縮到任取的一個點來討論，而 B 教師使用的是 「合
一法」 ，藉由「點到線的垂直線段長是點到線的最短距離」作為橋樑，
將”切點”與”過圓心對切線所作垂線的垂足”合一。這兩種證明手法較三
角形全等證明的抽象度高，而且對學生來說是少見或是不曾接觸過的，
學生應該相當生疏。 
就三個證明的結構來說，A、C 教師所作的證明結構較傾向於直線
型 （如下圖 A 和圖 C） 、而 B 教師的證明則是由兩個平行的分支組成 （如
下圖 B） ，相較之下較為複雜。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
再從三個證明的局部推理來看，C 教師證明的局部推理幾乎都是一
次推理（例如，將前提應用性質可推出結論） ，而 A、B 教師的證明則
較多由 2～3 個推理合成的局部推理，尤其是 B 教師的證明。 【可參考
本章第二節的表 4-4-4、表 4-2-12、表 4-2-21】 
經過前面簡單的比較之後，站在數學觀點，B 教師所作的證明應該
1 
2  4 3  5
1
2 3
5
4 
1 
2  4 3 
5 6
圖 A 
圖 B 
圖 C 
圖中的 1、2、3…，是指證明中的
主要成份。 【可參考本章第二節表
4-2-1、表 4-2-11、表 4-2-18】 第肆章  研究結果 
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比 A、C 教師所作的證明較為複雜。 
（5）  三位教師在欲探性質及證明之教學概述 
 
接下來要提供的是三位教師在研究者欲探性質及證明之教學概述。研究者將
與欲探性質及證明相關性較高的教學活動納入概述中，並且除了教學活動、教學
內容摘要外，對教師的圖形板書使用、強調方式（例如重複說明、肢體動作等） 、
重要的講解語句內容，各個教學活動的時間花費等，也都加以描述。 
A 教師切線教學實錄 
教學活動  教學概述  圖形板書 
性質介紹 
（3：01）  
1.  教師介紹「直線與圓的相交情形」和「直線與圓的位置關
係」 。 
 
預備知識
「點到線
的距離」 
（2：43）  
2.  教師介紹預備知識 「點到線的距離就是過點對線作的垂直
線段」 ，因為垂直線段是最短距離。 
   使用圖形表徵（右圖一） ，在提及最短距離時，在圖中PA
註記『短』 。 
3.  教師證明預備知識時是利用商高定理。證明中在線上所取
點時，教師重複說明是「隨意挑的點」 、 「任意挑的點」 。 
4.  教師舉生活實例「證明 XX 是全校最矮的學生：隨便抓 1
人→都比 XX 高→XX 是最矮的」 
5.  教師把前面 3.的證明簡略地再說一次，聚焦在「隨便挑一
點 B，PB都比PA大，所以PA最短」 。 
圖一 
圖二 
欲探性質
介紹 
（17 秒） 
6.  教師介紹「切點跟圓心連接起來會垂直切線」 。 
   使用圖形表徵（右圖三） ，邊說邊用色筆連接切點與圓心
的連線，並標出垂直符號，但未寫文字敘述性質。 
 
圖三 
欲探性質
證明 
（2：58）  
 
7.  教師從切線與圓只有一個交點，推出 A 在 L 上也在圓上、
A 以外其他的點在圓外。 
   教師提及 「A 以外的其它點」 時，用手指沿著切線劃過去。
並拋出封閉性的問題： 「其它點在圓上、園內、圓外？」 
8.  教師先在切點左邊取一點 B，取點時有提及「隨便找一個
點」 。 
   僅在口頭上提及兩次「隨便抓一點」 。一次尚未描 B 點；
另一次是邊描點邊提及，描完點後接著說「B 在圓外」 ，
沒有停頓。 
9.  教師利用點與圓的位置關係間接推理出OB OA > 。 
 
圖四 
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B 教師切線教學概述 
教學活動  教學簡述  圖形板書 
性質介紹 
名詞介紹 
（6：36）  
1.  教師延續在點跟圓的位置關係時提出的分類想法 ， 提問 「直
線跟圓可以用什麼來分類？」 
2.  教師依循學生的提議，使用「交點」分類。教師利用操作、
帶學生觀察，歸納出三種「圓和直線的交點狀況」 。 
3.  教師介紹名詞「切線」 、 「切點」 、 「割線」 。 
   利用生活經驗、譬喻（例如「打桌球的切球」 、 「切蛋糕削
邊時希望只有一個交點」 ）來比喻名詞的概念。 
數學概念 
（1：15）  
4.  類比點與圓的位置關係可以用半徑來劃分、可以寫成”數學
的關係式”，準備開始作性質推導。 
 
預備知識
「點到線
的距離」 
（2：13）  
5.  教師說明預備知識 「點和線的距離指的是垂直距離」 ，因為
是唯一的，也是最短距離。利用「直角三角形斜邊大於股」
來說明。 
   教師用口語說明，並搭配圖形 （右圖） 。說明過程未用板書，
也未用文字敘述性質 ； 但有帶學生閱讀課本中的性質敘述 。  
統整總結 
（1：34）  
6.  教師帶學生閱讀課文內容（三種直線與圓的交點情形、點
到線的距離） ，並劃重點。 
 
   有用板書紀錄推出的結論（右圖五） 。 
10.  推出OB OA > 後，教師接著在切點右邊另取一點 C，取點
時有提及「隨便挑一個點」 ，並推出OC r > 和再次提醒
OA r = 。 
   僅口頭推出OC r > ，未用板書紀錄但有在圖中OA註記 r。  
11.  推出OA是最短距離後，教師說要用到「點到直線的最短
距離是作垂直線段」 ，但是教師教過的是「點到線的垂直
線段是點到線的（最短）距離」 。 
   教師先回顧介紹「垂直→最短」的圖形（右上圖二） ，並
用手圈一下垂直符號；再回到證明圖形（右圖四） ，邊說
「切點和圓心的連線是最短，所以垂直」 ，邊畫出垂直符
號。 
圖五 
歸納總結 
（3：28）  
12.  教師證明完後再敘述一次 「切點跟圓心連接起來會垂直切
線」 ，並帶學生閱讀講義，把性質敘述再讀一次。 
13.  教師出作圖題「過圓 O 上一點 H 作圓的切線」 。教師一邊
解題，一邊重複性質「切點跟圓心連起來會垂直切線」 。 
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推導性質
「直線與
圓的位置
關係」 
（5：17）  
 
圓心跟切
線的距離
（1：35）  
7.  教師以直觀為主，推導圓心到不相交直線和割線的距離與
半徑的關係；但使用演繹推理來推導圓心到切線的距離與
半徑的關係。 
8.  教師使用『合一法』證明「過圓心對切線作的垂線會通過
切點」 ，來推導「圓心到切線的距離等於半徑」 。 
   教師僅利用口頭說明，偶而邊說邊指圖中相對應的物件，
但是搭配圖形說明的頻率低。推導的過程中，沒有在圖中
作註記，或用板書紀錄過程中產生的結論，僅寫下最後的
結論（右圖） 。 
總結結論 
（2：14）  
9.  教師統整黑板上推得的圓心到三條直線的距離與半徑的關
係，並帶學生閱讀課本與之相關的敘述，要求學生劃重點。  
   在教師帶學生閱讀課本敘述的同時，教師會邊對照黑板上
的圖形 ， 一邊再重複說明圓心到直線的距離與半徑的關係 。  
 
 
 
C 教師切線教學概述 
教學活動  教學簡述  圖形板書 
布題 
（1：33）  
1.  教師依據圓心到直線的距離 d （大於、等於、小於半徑 r） ，
先畫出三種直線與圓的位置關係。 （右圖） 
   教師令圓心到切線的距離為 d，有用板書紀錄「作
OH L ⊥ 、令OH d = 」 ，並且在圖中標示出 d、r。 
性質推導
「直線與
圓的交點
情形」 
 
d>r 情形 
（1：57）
d=r 情形 
（1：10）  
2.  教師在前兩種情形的推理流程、內涵幾乎完全相同；並且
在第一種情形（d>r）講解詳細，花費的時間較第二種情
形（d=r）較多。 
3.  推導 d>r 情形時，教師取完點後在口頭上不斷重複「P 是
任取的點」 。在 d=r 情形，取點時沒有提及「任取」 。 
   教師口頭上連續重複「P 是任（意）取的」共 5 次；並且
要求學生「看黑板」注意。 
4.  推導 d>r 情形時，教師作局部推理時，拋問要求學生回答
要利用的性質或推出的結論。但在 d=r 情形時，則幾乎是
教師自行在推導。 
   教師有用板書紀錄局部推理的結論，例如OP d r >=、P
在圓外。 
5.  推出OP d r >>和OP d r >=後，教師馬上作概念的切換成 
O 到 P 的距離大於半徑。 
6.  推出 P 在圓外後，教師會再次提醒「P 是任意取的」 ，推
出「除了 H 以外，其他的點也都在圓外」 。 
 
 
名詞介紹 7.  教師介紹名詞「切線」 、 「切點」 。並介紹性質「切線與圓  第肆章  研究結果 
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性質介紹 
（1：09）  
心的連線等於半徑」 、 「這條半徑跟切線垂直」 。 
   教師邊說名詞邊寫板書；介紹性質時是邊說邊指 d=r 圖中
對應的物件和垂直符號，未寫出性質的文字敘述。 
性質應用 
（3：00）  
8.  教師提供作圖題「過圓 O 上一點作圓的切線」 ，並再次重
複上面 6 提到的兩個性質，要求學生應用該性質解題。 
 
總結歸納 
（00：20）  
9.  搭配 d=r 的圖形，再次重複上面 6 提到的名詞與性質。 
   教師邊說邊指圖中相對應的物件和垂直符號。 
 
性質推導
d<r 情形 
（00：50）  
10.  教師利用直觀說明當 d<r 時，直線與圓有兩個交點，並介
紹名詞「割線」 。 
   教師介紹名詞「割線」 ，同時在圖中相對的物件旁寫「割
線」 。   
歸納總結 
性質應用 
（1：37）  
11.  教師連結「直線與圓的交點情形」和「直線與圓的位置關
係」 。 
   教師一邊口頭說明，一邊指著黑板上的三個圖形。 
12.  教師帶學生閱讀課本內容，劃重點（線與圓的交點情形） 
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乙、學生習得情形比較與教師教學之可能影響探討 
 
雖然三位教師選擇的證明內容不同，但是有某些證明手法、局部推理、重要
轉折在結構、推理內涵上頗為相近。除了進一步抽象的學生習得情形，例如學生
主動憶取教師證明主要成份的情形外，研究者挑選了一些，兩位或三位教師證明
中相近的部份，比較學生的習得情形差異，並試圖找出影響學生習得的原因。 
下表 4-4-4 是三班學生在切線性質及推理證明之習得情形比較之報導架構。
研究者在表中僅列出欲探討的面向 、 探討的內容 、 比較對象和學生習得情形簡述 。  
 
表 4-4-4：三班學生在切線性質及推理證明之習得情形比較報導架構 
編號  探討面向 探討內容  對象  學生習得情形簡述 
乙-1  主要成份
主動憶取教師
證明主要成份 
A 班 
B 班 
C 班 
C 班學生憶取到的證明主要成份比
例較高。 
乙-2  局部推理
利用點與圓的
位置關係作局
部推理 
A 班 
C 班 
A、C 兩班學生可能因為圖形、教師
其他性質的教學、直觀、概念內化等
因素，較少主動利用點與圓的位置關
係作局部推理。 
乙-3  重要轉折
任取一點（新增
物件且任取的
概念） 
A 班 
C 班 
C 班學生「任取一點」的憶取情形較
A 班為佳。 
乙-4  重要轉折
從「切線與圓只
有一個交點」推
得「圓心到切點
的距離是最短」
A 班 
B 班 
A 班學生能主動憶取成份「OA是圓
心到切線的最短距離」 ，但不能作出
從「OB OA > 」到「OA是圓心到切
線的最短距離」中間的轉折。 
B 班在成份或轉折都沒有抓取。 
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   乙-1：學生抓取教師證明之主要成份的情形 
   學生現象：下表 4-4-5 是三班裡抓取到欲探性質的學生中，主要成份的抓取
情形，大致來說，三班學生在主要成份的抓取情形都不是很理
想。其中， C班學生抓取的成份個數集中在 3～4 個，比 A、B
兩班表現略佳。此外，B 班學生幾乎沒有抓取到主要成份，唯一
抓取的是求證「圓心到切線的距離等於半徑」 。 
 
表 4-4-5：主要成份抓取個數統計
  A 班 B 班 C 班 
6 個    0 人   
5 個 0 人 0 人 0 人 
4 個 1 人 0 人 2 人 
3 個 1 人 0 人 5 人 
2 個 3 人 0 人 2 人 
1 個 2 人 7 人 2 人 
0 個 13 人 13 人 13 人 
註 1：數據來自三班配對組合 
 
⌦  可能影響原因探討： 
從課堂中聚焦的主題數量來看，以 A 班最多 （10 個） 、C 班最少 （3 個） ，
而 B 班居中（5 個） ；若從局部花費在推導或證明切線欲探性質的時間，雖
然以 B 教師花費的時間最短，約 1 分 35 秒，但其實另兩位教師所花費的時
間都不長，而 A、C 教師花費 2 分半鐘到 3 分鐘左右。既然如此，為何 B 班
學生的習得情形會如此不佳呢？ 
在前面背景概述時，研究者曾簡單地比較三位教師的證明，發現 B 教
師所選擇的證明較為複雜。B 教師選擇複雜度較高的證明，那麼教學上的處
理變得相當重要。接下來，研究者先從 B 教師的教學手法進行探討。 
先就證明用圖來看，下圖 4-2-1 是教師用來介紹主題「直線與圓的交點
情形」和後來用來推導直線與圓的位置關係的圖形。圖中「M 就是切點」第肆章  研究結果 
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圖 4-4-1 
的視覺直觀強烈，但這卻是 B 教師要利用合一法推出的最後結論。B 教師沒
有將切點及垂足 M 特意作區隔，或是作任何安排設計，讓學生可以感受到
證明中兩個點「合成」一點。 
 
 
 
 
 
 
再從口頭講解和圖形之間的搭配來看，整個推導過程中，B 教師僅是口
頭講解，未使用板書或在圖中作註記來紀錄過程中推出的新條件。此外，B
教師使用圖形的頻率很低，有時在講解時還會脫離圖形。此時，研究者認為
學生一方面要自行形成心像，一方面要隨時自行 keep 一直產生的新資訊，
認知負荷大，學生不易跟上教師的推理，並且容易遺忘。 
從訊息處理的觀點來看，B 教師運作在推導證明的時間很短暫，並且僅
提供聽覺輸入，又沒有使用文字板書或圖形註記協助學生編碼，加上證明本
身複雜度高，不易留下深刻的記憶痕跡；再加上 B 班施測課堂與教學課堂
中間間隔了兩天的週末，學生更難主動憶取教師的推導證明。再從 B 班學
收在提供了大量教師推理脈絡的填空型問卷中，也都幾乎寫不出來，研究者
認為學生沒有習得教師所作的推理證明。 
 
C 教師在該教學課堂提及的主題很少，而且欲探的主題「推導三種直線
跟圓的交點個數」是教學開始的第一個主題，學生的注意力可能較為集中。  
就教材內容的安排來說，C 教師在前兩種直線與圓的位置關係（d＞r、
d＝r）所作的推理歷程幾乎完全相同。此外，不管是在圖形中任取一點的位
置、使用的符號、板書內容等幾乎是完全相同，可參見下圖 4-4-2。 第肆章  研究結果 
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圖 4-4-2 
 
 
 
 
 
 
就題材選擇來說，C 教師的證明的局部推理都是從前提利用性質就可以
推出結論的一次推理，不像 A、B 的證明包含由 2 個或是 2 個以上演繹步驟
合成的局部推理，所以較為簡單直接。而且，證明中運用到的性質，一個是
學生已經很熟悉的直角三角形斜邊大於股，另一個才是新學的點與圓的位置
關係，也就是說證明過程中使用的新性質（新觀念）不多。 
但是，證明所使用「任取一點」手法，多了從「一個點回推所有點」的
思維切換，學生可能會感到生疏和困難。但是研究者認為，C 教師藉由教材
安排，讓學生經歷過兩次相同的推理歷程，有助於理解「任取一點」所帶來
的思維切換；再加上利用板書紀錄大部分的推理過程，可以幫助學生對整個
推理流程更加熟悉、加深記憶痕跡。 
 
從 A 教師在欲探性質證明的教學概述，感覺上教師的教學並沒有明顯
的缺失，但是學生在主動憶取教師證明的表現卻不甚好。研究者試圖從其他
面向找出可能的影響原因。 
A 教師在教學課堂中聚焦的主題很多 （10 個） ，教師不停地介紹新性質，
介紹完後馬上作形式證明驗證，整節課的節奏很快，密度很高，並且所提出
的每個教學內容，對學生的認知負擔都很大。就花費在欲探性質的時間來
說，A 教師也不過比其他兩位教師多了 1 分鐘運作在證明上，學生對於欲探
性質證明可能還是沒有特別的感覺，自然不易主動憶起。 第肆章  研究結果 
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研究者發現 A 班學生有參加補習的比例較另兩班高 （A 班
15
26
、 B 班
3
23
、
C 班
8
26
） ，而且有趣的是，A 班 15 位在補習聽過類似於 A 教師證明的學生
中，有 11 人抓取到欲探的性質 ， 但是其中 10 人卻沒有主動憶起教師的證明，
而且大多數是空白未作證明的，只有 1 人憶取兩個主要成份。另一方面，未
補習的學生表現，集中在能主動憶取教師證明；又主動憶取教師證明的 5 位
學生中有 4 位是不曾在補習聽過的，並且抓取的主要成份個數都比有補習的
學生多。 
對此，研究者認為補習也可能是影響 A 班學生抓取主要成份的原因之
一，而且是對學生的習得產生不利的干擾。 
 
 
   乙-2：利用點與圓的位置關係作局部推理 
點與圓的位置關係是在直線與圓的位置關係之前出現的教學的內容，教
師除了延續點與圓關係的探討方式探討直線與圓的關係之外，也將點與圓的
位置關係放入欲探性質證明中，當成局部推理的應用性質。 
 
   學生現象乙-2-1：A 班學生在主動憶取教師證明時，完全沒有利用到點與圓
的位置關係作局部推理，而是使用其他的作法 （商高定理、
眼見為憑）來推理，或是沒有作推理，直接寫出斷言。 
   學生現象乙-2-2：在主動憶取教師證明時，C 班學生只有少數寫出如教師較
細膩的推理流程「OP r > →P 在圓外→只有一個交點」 。較
常出現的是省略「P 在圓外」 ，從OP OH > 或OP r > 直接推
出只有一個交點。 
 
⌦  可能影響原因探討： 第肆章  研究結果 
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當 A、C 教師在課堂中作局部推理時，從兩班學生在課堂中的反應，研
究者感覺學生在點與圓的位置關係的應用應該沒有問題。研究者認為 A 班
學生較 C 班學生難以主動連結點與圓的位置關係，可能與題材本身引動學
生連結點與圓位置關係的難易、圖形與教師其他教學內容的干擾有關。 
先從兩個證明引用點與圓位置關係的難易來看。 
A 教師的證明此部份推理的前提「切點在圓上、其他的點在圓外」是教
師由已知條件「切線與圓只有一個交點」推出來的，但是學生卻是完全沒有
提及這個前提
10，所以這個前提必須從圖形中得到。但是本證明圖形中的線
段和直角三角形的視覺性強，可能使得學生較不易察覺點的存在；再加上
OB OA > 的視覺直觀很強，學生更不易連結到點與圓的位置關係。 
而 C 教師的局部推理是從OP r > 推出 P 在圓外，啟動學生的是關係式
OP r > ，而不是圖形，降低了圖形的干擾。由於教師在進行點與圓的位置關
係教學時，都會致力於建立OP r >  P 在圓外之間的連結。研究者認為，C
教師證明局部推理的前提關係式「OP r > 」較容易啟動學生連結到點與圓的
位置關係。 
接著，從教學手法來看，兩位老師在利用點與圓的位置關係時，引入的
方式不同。 
C 教師推出OP d r >=後，先幫學生把OP d r >=切換成圓心 O 到 P 的距
離大於 r，接著拋問半開放性的問題「P 一定會在哪裡？」 ，也就是說 C 教師
引導學生自行去連結點與圓的位置關係。 
而 A 教師在任取完一點 B、C 後，則是自己說出「B 在圓外」或是拋出
封閉性問題「C 點在圓內、圓上、圓外？」 。接下來，從 B 在圓外和 A 在圓
上分別推出OB r > 和OA r = 的推理過程，也都是 A 教師自行講述、推導，
學生做的是被動的確認，A 教師缺少提供學生主動自行連結點與圓位置關係
的機會。 
                                                 
10  參考本章第二節壹部份 A 班學生在切線性質與教師所作推理證明之習得情形。 第肆章  研究結果 
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再從教師使用的板書來看。 
C 教師寫出的是一個完整的推理步驟「OP d r >=，P 在圓外」 （可參考
圖 4-4-2） ，而 A 教師僅是紀錄推出的結論「OB r > 和OA r = 」 ；而且，C 教
師在推導前兩種情形（d>r 和 d=r）時，都有用板書紀錄這個局部推理。研
究者認為，C 教師使用的板書可以讓學生聚焦在局部推理過程，又加上重複
兩次的推導，學生應該印象深刻。 
除了上述的題材差異、教師教學手法所帶來的可能影響之外，針對 A、
C 兩班各自獨有的特別現象，研究者也試圖探討可能的影響原因。 
先看 A 班學生使用商高定理或眼見為憑的推理，研究者認為除了圖形
中的線段和三角形的視覺性強之外，也可能受到教師同節課其他教學內容的
干擾。 
A 教師在介紹欲探性質「切點和圓心連接起來會垂直切線」之前，教師
先介紹並利用商高定理證明預備知識「點到線的垂直線段距離最短」 。預備
知識和欲探性質兩個性質證明的時間點很近，欲證明的結論都是「最短距
離」 。而且，兩個證明使用的圖形中，點和直線、圓心和切線的相對位置與
標示的符號也幾乎完全相同。如下兩圖 4-4-3 和圖 4-4-4 所示。研究者猜測
這也是使得學生利用商高定理推理的可能原因之一。 
 
 
 
 
 
 
 
由於幾何證明與圖形的連結很強，圖形可以提供協助，也可能造成干
擾。研究者認為，教師在做教學安排時，應該要注意不同性質的證明用圖之
圖 4-4-3 
預備知識證明用圖
圖 4-4-4 
欲探性質證明用圖第肆章  研究結果 
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間是否會互相造成干擾，應要作適時的釐清和提醒。圖形的干擾常肇因於對
題目已知條件的不清楚 ， 例如像上面提到的兩個性質證明 ， 「垂直」 是圖 4-4-3
的已知條件，卻是圖 4-4-4 最後的求證。研究者建議教師在利用圖形作幾何
推理證明時，能再次提醒圖中的哪些關係是已知條件，並且能比較不同性質
證明但相似的圖形間物件關係的差異。 
 
至於 C 班少數學生在主動憶取教師證明時，出現省略寫出 「P 在圓外」 ，
直接從OP r > 或OP OH > 推出直線與圓只有一個交點。 
研究者猜測，學生會從OP r > 推出只有一個交點，與教師在點與圓的位
置關係的教學時，致力於建立OP r >  P 在圓外的連結，有著很大的關係；
學生可能已經將點與圓位置關係內化，OP r > 與 P 在圓外是同一件事，不需
要特別寫出來。 
至於從OP OH > 推出只有一個交點，可能是因為 H 在圓上的視覺直觀
強，故從OP OH > 就可以推得 P 不在圓上；又或是因為教師在圖中的OH旁
標示上 r，學生看待OP OH > 雷同於OP r > ，從前述內化的觀點，學生就直
接推出直線與圓只有一個交點。 
 
   乙-3：重要轉折「新增物件，任取一點」 
A、C 兩位教師都使用在直線上任取（隨便取）一個點，將直線上以外
其他所有點的情形都縮到一個點來探討的證明手法。 
 
   學生現象：從下表 4-4-6，C 班學生主動憶取「任取一點」的表現就比 A 班
好了；到了填空型問卷，提供教師的推理脈絡下，C 班學生寫出
「任取一點」的人數明顯增加，但是 A 班學生卻沒有明顯改變。
在提供了更多提示的情況下，A 班學生仍是不容易憶起「任取一
點」 ，可見其此轉折習得不佳。 第肆章  研究結果 
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表 4-4-6 
班級（皆為 20 人） A 班 C 班 
主動憶取「任取一點」 2 人 5 人 
在教師推理脈絡下， 
寫出「任取一點」 
4 人  13 人 
註 1：數據來自 A、C 兩班配對組合。 
註 2：主動憶取是指學生在 open(2)明確寫出或
隱含有「任取一點」 。 
 
進一步說明： 
A 班學生未抓到「任取一點」 ，常見的表現為有取點但未強調任取、僅
連接線段（沒有點的概念） 、取點位置不在切線上。 
C 班學生幾乎都有取點，並且取點的位置幾乎和教師完全相同，只差在
有無表達出任取的概念。 
 
⌦  可能影響原因探討： 
先從教師的教學手法和學生的注意度來看，C 教師在推導第一種情形
（d>r）時，取完 P 點之後，教師發現學生的注意度不佳，教師立刻要求學
生「看黑板」 ，先集中學生的注意力，接著在口頭上密集地、連續不斷地重
複「P 點是任取的、任意取的」 ，提供一段停頓的時間讓學生聚焦在「任取
一點」這個步驟。 
C 師：如果假設我任取了這點 P，這任意取的喔，注意！看黑板！
我知道你們剛上完體育課，可是有這麼累嗎？我們現在呢，
假設任取一點 P，P 是在 L 上面任取的一個異於 H 的點，那
麼這個 P 跟 O 做一個連結… 
 
A 教師在切點左右各取一點，每次取點時也都有重複提及 「隨便找 （抓）
一個點」 ，並且都會用手指著所取的點，並且在語氣上增強。 第肆章  研究結果 
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A 師：好，那我就隨便抓一個點喔【手指 A 點】 ，其他的點都在圓
外喔【兩手劃過切線】 ，隨便找一個點，B 點在圓外【在直
線 L 上，A 點左方畫上一個點 B。再手指 B 點】 ，連接起來
【連接OB】 ，OB的長來跟OA做比較… 
A 師：好，不然你說這邊不行，我們換個方向，換右邊的好不好？
右邊我隨便挑一個點喔，近一點好了，C【在直線 L 上，A
點右方畫上一個點 C。畫完後馬上問】 。請問 C 在圓內、在
圓上、在圓外？【手一直指著 C 點】… 
 
雖然 A 教師在取第一個 B 點時，也有重複兩次 「隨便找 （抓） 一個點」 ，
不過重複頻率不像 C 教師那樣密集。而且，研究者感覺 A 教師每次提完隨
便找一點後，說明的重心就移向下一句的「其他點（B 點）在圓外」 、 「C 在
圓內、圓上、圓外？」 ，聚焦在「隨便取一點」的時間短暫。 
遺憾的是，研究者沒有特別留意到，當 A 教師提出隨便取一個點時，
班上學生的注意程度，但是可以確定的是在那個當下，A 教師並沒有像 C
教師特別先集中學生的注意力。雖然 A 教師也使用了重複的手法，但是沒
有像 C 教師特別引起學生注意，可能因此重複的成效不如 C 教師的好。 
單從前面兩個面向，僅從證明過程中，A 教師在隨便取一點時的教學片
段，似乎無法完全解釋 A 班學生在「任取一點」習得不佳的原因。研究者
接著試圖再從其他面向討論。 
從整節課的教學流程來看，雖然欲探性質的介紹和證明是在教學課堂前
15 分鐘進行，原則上 A 班學生的精神和注意力和應該還不錯。但是一整節
課下來，A 教師介紹了 10 個主題之多，相較於 C 班的教學課堂只介紹了 3
個主題，研究者認為太多的學習內容可能會稀釋了 A 班學生對於欲探性質
證明的強度，學生可能因此對於「隨便找一點」的印象不夠深刻。 
 
   乙-4：重要轉折「從”OB OA > ”到”OA是圓心到切線的最短距離”」V.S.  第肆章  研究結果 
115 
 
「從”切點到圓心等於半徑 、 其它的點都大於半徑”到”圓心到
切線的最短距離”」 
A、B 兩位教師的證明中都有從已知條件「切線與圓只有一個交點」 ，
先利用點與圓的位置關係推出切線上的點到圓心的距離後，最後再推得「圓
心到切點的距離是（圓心到切線）的最短距離」 。 
 
   學生現象乙-4-1：如下表 4-4-7，A 班主動憶取教師證明的學生（6 人） ，雖
然幾乎都能寫出「OA是圓心到切線的最短距離」 （5 人） ，
但是可算是抓取到轉折的僅其中 2 人；另外 3 人，則沒有
寫出前一個成份為OB OA > 的步驟。 
 
表 4-4-7 
班級 A 班（共 6 人） B 班（共 11 人）  
主動憶取「最短距離」 5 人 0 人 
註 1 ：主動憶取是指學生在 open(2)寫出或隱含有 「最短距離」 。  
註 2：數據來自 A、B 兩班配對組合。 
 
   學生現象乙-4-2：從下表 4-4-8，A、B 兩班配對比較的 24 人中，A 班學生
在教師的推理脈絡下不太能作出轉折。而 B 班學生在教師
的推理脈絡下仍是完全沒有提及。 
表 4-4-8 
班級（各 24 人） A 班 B 班 
在教師推理脈絡下，
寫出「最短距離」 
3 人  0 人 
註 1：在教師推理脈絡下則是指在填空問卷的作答。 
註 2：數據來自 A、B 兩班配對組合。 
 
⌦  可能影響原因探討： 
在前面探討三班學生主動憶取教師證明主要成份現象（乙-1）時，就曾第肆章  研究結果 
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經提過 B 班學生除了求證以外，幾乎沒有憶取到其他的主要成份。所以，B
班學生在這個轉折的表現是「停在前一個步驟，無法判斷是否能主動作出轉
折」 。 
再參考 B 班學生在填空型問卷的作答，發現學生仍是無法順著教師的
脈絡寫出「圓心到切點的距離最短」 ，也就是無法作出轉折。在提供了更多
的提示之下，學生仍是寫不出來，可知學生對於這個轉折完全沒有感覺。 
從 B 教師的教學手法試圖分析原因，教師的推導只有口頭上的說明，
未利用板書紀錄過程中推出任何結論。雖然 B 教師偶而會在用手指出圖中
相對應的物件，但是進行到這個轉折時，卻正好完全離開圖形作解釋。教學
片段引述如下： 
B 師：在這條直線只有一個點在圓上【用手指了指切線，指的位置
靠近 M】 ，其他各點都在圓的什麼？外面【沒有手勢】 。也就
是說，除了這一個點跟圓心是等於半徑，其他的點跟圓心都
怎麼樣？大於半徑！那誰最短？切點就跟圓心的距離最
短，因為只有它等於半徑。對不對？【面對學生口頭說明，
沒有使用圖形】 。 
在上段的推理過程中，學生的思考只能依附在教師的口語，沒有圖形中
的物件可供操作。此外，B 教師對於切點和其他的點的指稱很不明確，如 「這
一個點」↔「切點」 、 「其他各點」 （單數）→「其他的點」 （複數） 。當教師
提及這些指稱時，沒有同時在圖中指出相對應的物件，學生必須一邊 keep
教師口說的條件，一邊自行生成心像或是與圖形對照才能跟著教師思考推
理。再加上教師推導的時間很短暫，又沒有使用板書紀錄，研究者認為學生
可能因為認知負載過大，光是要理解教師做的推理都不容易了，更不用說還
要建立步驟間的轉折。 
 
  研究者先進一步說明 A 班學生在主動憶取和被動憶取轉折的表現。 
從 A 班學生主動憶取教師證明的 6 人，就有 5 人寫出成份「OA是圓心第肆章  研究結果 
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到切線的最短距離」 。唯一未寫出來的學生，在 open(1)填寫的答案為「切點
和圓心連接起來垂直切線，OA是圓心到切線的最短距離」 。換句話說，A
班學生在主動憶起教師的證明時，對於成份 「OA是圓心到切點的最短距離」
的連結頗強。但是，只有其中 3 個學生有寫出前一個成份為OB OA > 的步
驟，也就是說僅有 3 人主動作出這個轉折，  也就是說，剩下的 3 人僅是主
動憶取到主要成份，但是沒有主動作出轉折的。 
在教師的推理脈絡之下（填空型問卷的作答）能寫出「OA是圓心到切
線的最短距離」的學生卻僅是少數（3 人） 。絕大多數的學生是空白，或是
寫出其他答案。其他答案可以概略分成兩種類型：寫出與上段敘述OB r > 、
OA r = 相近的陳述，或是其他可以推出垂直的性質，例如商高定理、直徑所
對的圓周角、直角三角形。也就是說，其一是延續上段敘述，但是無法作出
向下的轉折；其二是切開上段的敘述不管，僅是為銜接下面的垂直。 
 
接下來，先從 A 教師證明時在該轉折的教學手法來看可能的影響原因。  
A 教師想藉由在切線上切點左右各取一個點 B、C，來強調切線上所有
其他的點都討論到了。教師隨便取了一個 B 點，推出OB OA > ；接著再隨
便取一個 C 點，推出OC r > 、OA r = 後，立刻拋問「直線 L 上面無限多個
點裡面，哪一點到圓心的距離會最短？」 。 
研究者認為，A 教師是將轉折中的思考切換，鋪陳並蘊含在從取兩點開
始到推出OA是圓心到切線的最短距離的整段教學中。從學生在課堂中的反
應，當教師提問「直線 L 上哪一點到圓心的距離最短？」時，幾乎全班的學
生都能回答「A！」 ，研究者認為學生當下可能是有聽懂的，有跟著教師作
推理思考的。 
只是，這個轉折包含從任一個點到其他所有點（B 和 C→直線 L 上無限
多個點） 、線段的長度和點與點（線）之間的距離（OA、r→切線上的點到第肆章  研究結果 
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圓心的距離）等概念上的切換，算是要同時處理大量資訊的轉折。 
而 A 教師在這些切換上並沒有作細膩的引導，例如：再次提醒 B、C 是
任意點、或再進一步詮釋OB OA > 和OC r > 、OA r = 的意義 （例如：因為 B、
C 是任意點，表示其他點到圓心的距離都大於OA） 。再加上，教師的拋問是
較封閉性的問題，從OB OA > 和OC r > 、OA r = 到最短距離這中間的銜接幾
乎是教師自己在做推導。 
研究者認為，因為學生對於此轉折中的思考切換沒有好好地經歷，沒能
建立起較穩固的串連，所以即使在提供教師的推理脈絡下，學生也不易寫出
轉折。 
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貳、弦心距性質和證明之學生習得情形比較與教師教學之可能影響探討 
 
甲、背景描述 
 
以下的背景描述包含四個部份，分別是： （1）環境背景、 （2）整節教學課堂
的教學流程概述、 （3）教師教學特質與師生互動概述、 （4）教師所作推理證明之
比較、 （5）欲探性質與證明之教學概述。 
 
（1）  環境背景： 
 
   教學課堂時段（國中一節課的教學時間為 45 分鐘） 
A 教師當天有兩節 A 班的數學課，分別是接近中午的第四節、接
近放學的第八節；而弦心距性質與證明是在第八節課，該節教學時間約
為 43 分鐘。 
B 教師當天也有兩節 B 班的數學課，第七和八節連續兩節。第七節
課堂一開始進行切線性質的問卷施測，而弦心距性質的教學課堂是第八
節，教學時間約為 43 分鐘。 
C 教師的教學課堂為接近中午第四節，教學的時間約為 44 分鐘。 
 
   觀察與施測的時間點 
依照研究流程，施測時間為觀察課堂 （教學課堂） 的下一節數學課。  
表 4-4-9  
班級 A 班 B 班 C 班 
觀察課堂  10/22 第八節 10/22 第八節  10/16 第四節 
施測課堂 
10/23 第六節 10/23 第四節 10/17 第一節 
隔天數學課  隔天數學課  隔天數學課 
 
從上表可見，A、B 班的教學課堂發生衝堂的情形。不過由於兩個
班級在同一間學校，並且欲探性質的教學時間點錯開（A 班在第八節一
開始，B 班則是在第八節快結束） ，所以研究者親自前往兩個班級觀察第肆章  研究結果 
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及錄影。可惜的是，對於 A 班後半節以及 B 班前半節課堂的教學內容，
僅能藉由訪談教師得到大致的教學內容及內容安排。 
 
（2）  整節教學課堂的教學流程概述 
 
   教學課堂中聚焦的主題數量（主題：幾何物件概念、幾何性質） 
研究者將三位教師的教學課堂依照介紹的教學主題列出流程表，可
參考附件。在此僅列出教師總共介紹的主題數量及教學概況：A 教師僅
介紹 1 個主題，即為研究者欲探的性質，剩下的時間是作應用性質的計
算題型演練。B 教師共介紹 3 個主題，而 C 教師共介紹 5 個主題，剩下
的時間則是檢討前次段考的題目。 
 
   欲探性質及證明在教學流程的位置 
 
三位教師介紹完弦心距的概念、以及性質「弦心距會垂直平分弦」
後，接著討論的是「弦心距與其所對應弦長之間的關係」 。雖然欲介紹
的性質是相同，但是教師敘述性質的語句卻不同，分別為： 
A 教師：大弦對小弦心距、小弦對大弦心距； 
B 教師：小弦心距對大弦、大弦心距對小弦； 
C 教師：當弦心距愈短（長）時，所對的弦愈長（短） 。 
 
研究者欲探討的性質在三位教師的教學課堂中出現的時間點，如下
表 4-4-10 所示： 
表 4-4-10 
教師 被提及的時間點  被提及的序位 
A   第 01 到 06 分鐘  第 1 個教學主題 
B   第 29 到 43 分鐘  第 3 個教學主題 
C   第 09 到 14 分鐘  第 5 個教學主題 
 
（3）  教師教學特質與師生互動概述 第肆章  研究結果 
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A 教師延續上午第四節的性質「等弦對等弦心距」 ，接著進入性質「大（小）
弦對小（大）弦心距」 。教師一上課馬上進入主題，教學節奏快。由於該校數學
課是跑班上課，仍有少許學生陸陸續續進出教室，所以剛開始時，教師一邊介紹
性質，一邊管理班上的秩序。 
A 教師的教學模式仍是先介紹性質，然後再做演繹證明驗證，而且教師沒有
使用其他類型的證明。教師介紹性質時，使用不同的敘述方式，搭配圖形並使用
板書紀錄，藉由重複說明的方式強調。課堂中的主角仍是教師，教學過程中幾乎
沒有拋問，都是教師自行講解，師生互動少。從拍攝的影片學生的上課情形來看，
學生頗為專注，但是課堂氣氛沉悶。 
B 教師的教學進度依循課本安排，例題會逐題講解。教師介紹性質的方式與
A 教師略有不同。B 教師有時會帶學生觀察圖形，並且帶學生臆測性質內容，接
著會強調要經過說明和證明來驗證猜想。B 教師會告訴學生為什麼輔助線要選擇
半徑？為什麼不能再用三角形全等證明？教師試圖建立學生思考證明該如何下
手。教師不僅是使用演繹的證明，偶而利用操作直觀的方式來推論。 
B 教師在教幾何計算題目時，也會仿照形式證明的寫法紀錄計算的過程。並
且在黑板上寫下形式證明時，教師要求學生寫在課本上。教師介紹完每個主題
後，都會帶學生閱讀課本並且要求學生劃重點。教師在教學過程中，常拋問並且
有時會與學生閒聊兩句，師生互動還不錯。但是由於是第八節課，從拍攝的影片
中學生的上課情形來看，學生的精神不太好，甚至有學生打瞌睡，被教師點醒並
要求其洗臉打起精神。 
C 教師的教學流程非常順暢，整堂課的節奏快並且系統化，主題一個接著一
個。教師在本節教學課堂課前面 10 分鐘介紹圓的概念，連結到生活中車輪為何
要設計成圓形的話題，引起班上學生熱烈的討論，教師明言這是要學生打起精
神，提高注意力。 
C 教師較少直接告知學生性質，是先作推導再總結正式介紹性質。C 教師做
的是演繹式的推導，以口頭說明為主，會適時使用板書、在圖形中作註記來紀錄
推理過程中產生的條件和結論。教師時常拋問並點學生起來回答推導過程中需要
用到的性質和條件。從拍攝的影片中學生的上課情形來看，學生非常專注於教師
的教學，師生互動佳。教師介紹完性質後，常會寫出性質的完整敘述。本節課前
15 分鐘是新單元幾何主題的教學，剩下的時間則是檢討前次的段考考題。 第肆章  研究結果 
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（4）  教師所作之推理證明內容比較 
 
三位教師所作的證明或推導中，A、B 教師證明的邏輯結構、證明手法幾乎
是相同的，只差在兩者的已知條件和求證相反（A 教師已知的是兩弦的大小，求
證兩弦心距的大小；B 教師已知的是兩弦心距的大小，求證兩弦大小） 。 
研究者先將 A、B 兩位教師證明的各主要步驟作個簡單的對照，如下表
4-4-11。表 4-4-11 中欲表達的是，A、B 兩位教師證明步驟的內涵是相同的，但
由於已知和求證顛倒，所以產生步驟間排列順序的改變。 
 
表 4-4-11 
主要步驟描述 A 教師證明 B 教師證明 
連接兩條半徑  SP1 SP1 
弦心距垂直平分弦  SP2 SP2 
半弦大小↔全弦大小  SP3 SP5 
列出商高定理式子  SP4 SP3 
利用商高定理式子作代
數符號運算 
SP5 SP4 
  
而 C 教師不同於 A、B 教師證明的是靜態的 「長短不同的兩弦與所對弦心距
的大小對應關係」 ，C 教師證明的是動態的「弦心距與其所對的弦之間的變動關
係」 。相同的是，在於製造出直角三角形，利用商高定理將題目轉成代數問題來
處理。 
C 教師證明與 A、B 教師證明最主要差異的地方有兩個，其一是 C 教師將弦
長、弦心距、半徑用簡化的符號 t、d、r 代替；其二，C 教師討論的是一個符號
方程式中兩個變數間的關係，而 A、B 教師則是列出兩個符號方程式作類似解聯
立方程式的運算。 
 
研究者將三位教師證明的主要步驟再做個簡單的對照，如下表 4-4-12。 
 
 第肆章  研究結果 
123 
 
 
表 4-4-12 
主要步驟描述 A 教師證明 B 教師證明 C 教師證明 
連接半徑  SP1 SP1  SP1 
假設符號     SP2 
弦心距垂直平分弦  SP2 SP2  SP3 
半弦大小↔全弦大小  SP3 SP5   
列出商高定理式子  SP4 SP3  SP4 
利用商高定理式子作
代數推理 
SP5 SP4  SP5 
 
 
 
（5）  三位教師在欲探性質及證明之教學概述 
 
接下來要提供的是三位教師在研究者欲探性質及證明之教學概述。研究者將
與欲探性質及證明相關性較高的教學活動納入概述中，並且除了教學活動、教學
內容摘要外，對教師的圖形板書使用、強調方式（例如重複說明、肢體動作等） 、
各個教學活動的時間花費等，也都加以描述。 
A 教師弦心距教學概述 
教學活動  教學簡述  圖形板書 
性質介紹 
（00：21）  
14.  教師介紹性質「大（小）弦對小（大）弦心距」 、 「弦越長
（短） ，弦心距就越短（長） 」 。 
   教師邊敘述性質，邊寫出板書；並且使用兩種不同敘述。  
 
說明證明
的已知和
求證 
（1：16）  
15.  教師一邊畫圖，一邊說明證明的已知和求證。 
   教師利用板書明確地寫出證明的已知條件和求證。 
16.  教師搭配圖形，再次說明性質「弦越短，弦心距越長」 。 
證明「大
（小）弦
對小 （大）
17.  在證明的開始，教師說明與之前證明等弦對等弦心距的道
理一樣，也要用到商高定理。 
18.  教師先以口說方式將整題證明說明一次，過程中適時地指
 
 
 
類似解聯立方程式的
符號方程式運算 
符號方程式中兩個
變數的變動關係 第肆章  研究結果 
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弦心距」 
（2：51）  
出圖形中對應的物件。接著再寫成完整的形式化證明，並
且邊寫邊把證明再說一次。 
19.  教師在連接兩條半徑時，沒有特別強調，僅說「你就照這
樣連起來就好了」 ，便在圖中連接兩條半徑。但在寫成形
式證明時，教師明確說出「第一個，作OA,OC」 ，並使用
板書紀錄。 
20.  教師利用「弦心距垂直平分弦」時，在圖形中標示等線段
記號；接著推出「大（小）弦的一半還是比較大（小） 」
時，同時在圖中的 AM旁註記「大」 、在 CN旁註記「小」 。  
21.  教師在口頭證明用到商高定理時，立刻把式子寫出並在式
子上作代數運算推理。教師直接說出要帶入的條件
OA OC = 和AM CN > ，並且在式子中物件的符號旁註記
「大」 、 「小」 ，整個代數運算過程都是教師自行推理。 
22.  教師沒有作細部的運算推理。例如：教師口說AM比較
大，便在式子的
2
AM 旁寫上 「大」 ，未作中間的運算推理。  
23.  在寫形式證明的過程中，教師還有適時指出圖中物件、在
圖中作註記來協助說明。 
24.  推出求證OM ON < ，再說明得證的是『弦越長弦心距越
短，弦越短弦心距越長』 ，呼應性質的敘述。 
 
 
 
 
歸納總結 
（00：34）  
 
25.  強調使用性質的先決條件是「在同圓或等圓中」 ，並提醒
在非等圓的情形下，要利用數值計算才能作比較 
26.  教師說明性質的逆敘述「弦心距越短（長） ，弦越長（短） 」
也是正確的，但沒有再作證明，僅說 「也是使用商高定理」  
 
B 教師弦心距教學概述 
教學活動  教學簡述  圖形板書 
先備知識 
（17：07）  
1.  教師介紹概念「弦心距」 
2.  介紹性質 「弦心距垂直平分弦」 ，並利用三角形全等證明。  
3.  介紹性質「在同圓中，弦心距相等，弦會相等」 ，利用三
角形全等證明。 
 
引入性質 
（1：47）  
4.  教師要求學生唸課本例題七的題目，同時在黑板上構圖，
並寫出證明的一個已知條件OM ON < 。 
5.  教師帶學生觀察圖形中兩弦心距與其所對應的弦，臆測性
質「較大（小）的弦心距，所對的弦較小（大） 」 。 第肆章  研究結果 
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證明「大
（小）弦
心距對小
（大） 弦」  
（7：17）  
6.  教師試圖引導學生思考證明該如何下手，先說明無法利用
三角形全等來證明。但可沿用前面性質證明的想法，連接
半徑為作為輔助線。 
7.  教師先以口說方式將整題證明說明一次，並適時地指出圖
形中對應的物件，但是口頭的證明內容多是原則性的陳
述。例如： 「因為兩股平方和會等於斜邊的平方耶。當我斜
邊一樣的時候，一個比較大，另一個就要怎麼樣？」 。 
8.  承上 6，在口頭證明時，教師花費時間說明為何要連接半
徑。但在寫形式證明時，教師寫到第 2 個步驟以後，才回
頭補寫「連接AO,CO」 。 
9.  教師證明中提到「弦心距垂直平分弦」時，強調的是「垂
直」 ，會產生直角三角形，可以用商高定理。至於「平分
弦長」 ，則沒有再特強調。 
10.  教師在口頭證明用到商高定理時沒有寫出式子，沒有使用
任何板書，僅指著圖形中相對應的物件，邊口頭說明。 
11.  教師在寫形式證明，利用商高定理式子作代數運算時，直
接說出要帶入的條件，並在商高定理式子上註記「大」 、
「小」 ，整個運算推理過程都是教師在自行推理。 
12.  教師有作細部的運算推理，並且一直強調運算的規則「小
的要加大的，大的要加小的，等號才會成立」 。 
13.  在整個寫出形式證明的過程中，教師完全沒有指圖中物件
來協助說明。此外，教師同時要求學生把黑板上的證明寫
下來。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
歸納總結 
（2：02）  
 
14.  口頭證明完後，教師推出結論『小弦心距對大弦』 ：接著
利用操作直觀呼應此結論，並延伸出性質「最長的弦就是
直徑，因為弦心距＝0」 。 
15.  教師帶學生閱讀課本的性質敘述，並要求學生劃線。 
16.  教師說明性質的逆敘述「弦心距越短（長） ，弦越長（短） 」
也是正確的，但沒有再作證明。 
 
C 教師弦心距教學概述 
教學活動  教學簡述  圖形板書 第肆章  研究結果 
126 
 
先備知識 
（9：33）  
1.  教師介紹概念「圓」 、性質「點與圓的位置關係」 、概念
「弦」 、概念「弦心距」 。 
2.  教師說明性質 「弦心距垂直平分弦」 ，利用線對稱作說明。  
推導弦心
距和所對
的弦的密
切關係 
（3：42）  
3.  教師宣告弦心距與弦之間有密切關係，準備作性質推導。  
4.  性質推導的圖形是延續說明弦心距垂直平分弦的圖形。而
已知條件OH AB ⊥ 也是延續下來的物件關係。 
5.  整個性質推導過程是以口頭說明為主，教師偶爾會用板書
紀錄推出的結論或是在圖中作註記，但是沒有寫成形式化
的證明。 
6.  教師在連接半徑時，僅說「把半徑連起來」 ，便在圖中連
接半徑，並且沒有用板書紀錄。 
7.  連完半徑後，教師假設半徑、弦長、弦心距為 r、t、d，
用板書紀錄並且註記在圖中。 
8.  教師利用「弦心距垂直平分弦」時，直接在圖中AH旁註
記
t
2
，而沒有寫出形式的推理格式。 
9.  教師常點學生回答證明中所需用到性質或接下來要帶入
的條件。例如： 「這是一個直角三角形，你會想到什麼？」 、
「
22 2
2
=+
t
rd( ) 是不是永遠存在？請問這個式子裡哪個東
西是固定的？是一個定值？是常數？」 
10.  教師利用畢氏定理列出
22 2
2
=+
t
rd( ) 後，引入 r 是定值，
22
2
+
t
d( ) 是定值，來討論 d 與 t 的關係。教師將問題從幾
何情境抽離，轉變成討論代數方程式中變數間的關係。 【板
書：
22 2
2
=+
t
rd( ) ，
2 r 是定值。】 
11.  教師沒有作很細部的運算推理。例如：推出
22
2
+
t
d( ) 後，
教師直接說 d 越大，那麼
t
2
就會越小。 
12.  教師推導出 d 與 t 的關係為「d 越大（小） ，t 越小（大） 」
後，將兩個變數的幾何意義帶回為「弦心距越大（小） ，
弦越短（長） 」 。 【板書：d 愈小時，t 愈大。＊弦心距越短，
對的弦愈長】 
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乙、學生習得情形比較與教師教學之可能影響探討 
 
從前面背景概述中，比較了三位教師的證明後發現，雖然三位教師的證明並
沒有完全相同，但相較於在圓的切線性質和證明，三位教師在弦心距性質所作的
證明在某些主要步驟（成份） 、局部推理、重要轉折的內涵頗為接近。 
下表 4-4-13 是研究者在此部份學生習得情形比較之報導架構。研究者在表
中僅列出欲比較探討的面向、探討內容、學生習得情形之簡述。至於影響學生習
得之可能原因，研究者會在接下來的內文中詳述。 
 
表 4-4-13：三班學生在弦心距性質及推理證明之習得情形比較報導架構 
編號  探討面向 探討內容  學生習得情形簡述 
乙-1  主要成份
主動憶取教師
證明主要成份
三班學生中，以 A 班學生主動憶取主要成份
的表現略佳。 
C 班學生憶取教師證明之主要成份只有完全
憶取和未憶取的兩極化情形。A、B 班則有
部份憶取。 
三班學生一定會同時憶取到成份「連接半
徑」和「商高定理式子」 ；並且也都會忽略
由「弦心距垂直平分弦」推出的成份。 
乙-2  局部推理
利用商高定理
式子作符號運
算推理或討論
變數關係 
三班學生幾乎都能主動憶取代數運算的局
部推理和變數討論；並且也都甚少寫出「弦
心距垂直平分弦」的局部推理。 
介紹性質
延伸性質 
（1：01）  
13.  教師正式介紹性質「當弦心距越短的時候，則所對應的弦
就越長」 。 【板書：在原本已有的板書『＊弦心距越短，對
的弦愈長』畫底線強調】 
14.  教師延伸出『圓裡面最長的弦是直徑，且其弦心距是 0。』  
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乙-3  重要轉折
作輔助線，連
接半徑 
A、B 兩班能主動作出轉折「連接半徑」的
學生，同時也能在教師的推理脈絡下作出此
轉折。但是 C 班能主動作出「連接半徑」的
學生，在教師的推理脈絡下卻寫不出來。 
乙-4  重要轉折
連結作代數推
理所需的條件
A、C 兩班學生在教師的推理脈絡下，連結
所需條件的表現較 B 班來的好。 
乙-5  重要轉折 兩個重要轉折
在教師的推理脈絡下，A、B 兩班的學生常
是兩個轉折一起寫出來；而 C 班學生常見的
是僅作出轉折「連結所需條件」 ，但沒有作
出轉折「連接半徑」 。 
 
 
   乙-1：學生主動憶取教師證明主要成份之情形 
   學生現象乙-1-1：下表 4-4-14 是三班裡抓取到欲探性質的學生中，主動憶取
主要成份的情形。可以發現 A 班學生在憶取全部主要成份
的表現較另兩班為佳。 （A 班 35％、B 班 21％、C 班 26％）  
 
表 4-4-14 
  A 班 B 班 C 班 
5 個 6 人 3 人   
4 個 2 人 2 人 5 人 
3 個 2 人 3 人 0 人 
2 個 0 人 0 人 1 人 
1 個 0 人 0 人 0 人 
0 個 7 人 6 人 12 人
註 1：數據來自三班配對組合。 
註 2：表中人數未含非教師演繹證明
或已知求證相反的證明。 
 
⌦  可能影響原因探討： 
在前面背景概述可以知道，A、B 教師所作的弦心距性質在證明結構、第肆章  研究結果 
129 
 
推理內涵上非常相似，僅是因為已知和求證相反而改變步驟間的順序。從上
表 4-4-14 可見，A 班學生在憶取主要成份的表現較好，造成差異的原因可
能有哪些呢？ 
先從課堂時段來看，A、B 兩班的教學課堂都是第八節（即當天最後一
節課） ；並且兩班當天都有兩節數學課，其中 A 班分別是第四和第八節、B
班則是連續第七和第八節。不過，這個性質和證明在 A 班第八節一開始時
介紹；在 B 班則是在第八節快結束時被介紹。研究者認為 B 班學生經過連
續兩節數學課，並且又接近放學時段，學生的注意程度可能已經很低。 
再從教學面向來看，大致上兩位教師都是先口頭證明一次，然後再邊寫
形式證明邊說明一次。不過，A 教師在證明前一個性質「等弦對等弦心距」
時，不同於 B 教師利用三角形全等，就已經先利用商高定理證明。也就是
說，A 教師在前一個性質證明，就已經讓學生先經歷過相似的推理歷程。 
此外，A 教師在口頭證明時非常簡潔，直接從頭開始證明到最後；而 B
教師則花費頗多的時間在作引導（例如，說明該如何選擇輔助線、引導學生
連結到商高定理…） 。其實 B 教師這麼做，是試圖引導學生思考一個證明該
如何下手，從數學教育的觀點來看是很不錯的教學觀點。但是，研究者感覺
B 教師在引導的過程中，用語過多，反而使得學生不容易抓到教學的重點。  
 
   學生現象乙-1-2：從上表 4-4-14 可見，C 班學生只有「抓取全部主要成份」
和「完全未抓取」的兩極化情形，不同於 A、B 兩班還有
學生抓取到部份主要成分。 
 
⌦  可能影響原因探討： 
研究者懷疑 C 班學生在主動憶取教師證明呈現兩極化的原因，可能是
學生不易啟動證明。 
由於 C 教師的教學流程連續流暢，使用的圖形是從前面介紹「弦」 、 「弦第肆章  研究結果 
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心距」一路延續下來的，教師每介紹一個新概念，就直接在圖中增加一個新
物件。本性質（弦心距越短，弦越長）的開端與前面其他性質的教學片段沒
有明確的分隔，學生可能不清楚證明已經開始了。 
從題材來看，C 教師的證明從列出商高定理式子
22 2 t
rd( )
2
=+ 後，到最後
的討論變數間關係，完全是在作代數問題，脫離原來的幾何情境很遠，因此
學生不容易啟動證明。 
 
   學生現象乙-1-3：三班學生主動憶取教師證明時，幾乎都能抓取到成份「連
接半徑」和成份「商高定理式子」 。不過，A 班學生除了在
圖形中連接半徑，絕大多數也都能寫出「作OA、OC 」 ，
注意到紀錄格式：而 B、C 兩班的學生大部分是僅在圖中
連接半徑。 
表 4-4-15 
班級 A 班 B 班 C 班 
注意到紀錄格式 9 人 3 人 1 人 
僅在圖中連半徑 1 人 5 人 5 人 
註 1：數據來自於三班配對組合。 
註 2：主動憶取教師證明的人數為：A 班 10 人、
B 班 8 人、C 班 6 人 
 
⌦  可能影響原因探討： 
三位教師中以 B 教師較為注重引導輔助線的選擇。早在介紹前面的性
質「弦心距會垂直平分弦」 、 「等弦對等弦心距」時，B 教師就一直告訴學生
「圓裡面固定不變的是半徑，所以要作輔助線先考慮接半徑」 。在本性質大
弦心距對小弦的證明時，B 教師仍沿用相同的說法再次強調要連接半徑。 
而 A、C 兩位教師在引入輔助線時，不像 B 教師有作鋪陳，僅是在圖中
直接連接半徑，同時在口頭上的說明也不甚注重（例如 A 教師： 「你就這樣
連接起來就好了」 、B 教師說： 「把半徑連起來」 ） 。 第肆章  研究結果 
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不過 ， A 教師在上午第四節的數學課證明其他性質時 ， 例如證明性質 「等
弦對等弦心距」時，就曾連接兩條半徑作為輔助線，走過類似的推理歷程，
所以 A 班學生對於連接半徑應該不陌生。 
雖然三位教師在「連接半徑」強調的比重不同，但學生在主動憶取的表
現卻沒有顯著的差異。研究者認為，可能有下列的原因：其一，在圓內連接
半徑對於學生來說並不是難以想像的。其二，從學生在憶取主要成份時，一
定同時抓取連接半徑和商高定理式子的現象，研究者認為學生對商高定理的
連結很強，而要使用商高定理，圖形中必須要有直角三角形，故連帶引動了
半徑的連接。 
雖然三班學生都能憶取到「連接半徑」 ，但是 A 班學生幾乎會寫出「作
OA、OC 」 ，另兩班的學生大多是僅在圖中連接半徑。 
造成此差異的原因，先從板書的使用來看，C 教師在推導時就沒有使用
板書紀錄「連接OA」 ，C 班學生可能受此影響。而 A、B 教師都有寫出形式
證明，不過 A 教師在寫板書時邊寫邊說「第一個，作OA、OC 」 ，而 B 教
師則是證明寫到一半，才突然回頭補寫「連接CO、AO」 ，兩者帶給學生的
刺激強度不同。 
其實，研究者觀察兩節課下來，感覺到 A 教師的教學風格很形式化，
幾乎每個性質都要經由演繹推理驗證，並且幾乎都會寫成形式證明。A 班學
生長期經驗下來，學生可能因此較為注重紀錄格式。 
 
   學生現象乙-1-4：三班學生都常不寫出由性質「弦心距垂直平分弦」推出的
主要成份，而直接應用在推出其他成份的局部推理。 
 
⌦  可能影響原因探討： 
就三位教師的教學內容安排，性質「弦心距會垂直平分弦」在之前就先
被介紹，並且成為欲探性質證明的先備知識。 第肆章  研究結果 
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從學生的作答痕跡，例如學生常在圖形中標有等線段的標記、直接使用
在其他成份的局部推理中，如：
11
AB CD AB CD AM CN
22
>⇒ > ⇒ >
JJJG
；或是
B 班學生寫出AM CN 2AM 2CN >⇒ > ，雖然沒有推到最後的結論AB CD >
但也可以看出學生應用到「弦心距會平分弦長」 。 
從前述的現象，研究者認為「弦心距垂直平分弦長」已經成為學生的概
念，雖然 A、B 教師在寫形式證明時，都有寫出這個成份，但學生可能不認
為需要再多作推論。 
至於 C 班學生常出現的是在假設半徑、弦心距、弦長為 r、d、t 時，直
接在圖中標示
t
2
；從學生的紀錄方式來看，研究者認為 C 班學生受到教師的
板書影響很大，因為 C 教師在推導性質時就是這麼作的。 
 
   乙-2：利用商高定理式子作符號運算推理或討論變數關係 
   學生現象乙-2-1：三班主動憶取教師證明的學生，幾乎都會能利用商高定理
式子作代數符號運算或是討論式子中的變數關係。 
表 4-4-16 
班級 A 班 B 班 C 班 
有作此局部推理 8 人 8 人 5 人 
未作此局部推理 2 人 0 人 1 人 
註 1：數據來自三班配對組合。 
註 2：A 班主動憶取教師證明的有 10 人、B
班有 8 人、C 班有 6 人。 
 
⌦  可能影響原因探討： 
利用商高定理式子作符號代數運算推理、討論式子中變數的關係，這個局部
推理三位教師在教學時相當的重視。所以從學生在主動憶取教師證明時，都能作
出此局部推理，可見學生的記憶痕跡非常深刻。 第肆章  研究結果 
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從局部推理的內容來看，A、B 教師列出兩個商高定理式子，使用了龐雜的
符號作代數運算。乍看之下，學生應該不容易學習。兩位教師是怎麼做的呢？ 
A、B 兩位教師在口頭證明時，就曾經推理過一次；並且在寫形式證明時，
邊寫板書又再推理一次，藉由重複說明的方式來強調。事實上，兩位教師所作的
重複有所不同。A 教師在口頭說明或是形式證明說明的內容是相同的，也就是用
相同的方式、重複說明相同的內容；但是，B 教師在口頭說明時，強調的是運算
的原則，到了形式證明時，才作詳細的推導。從兩班學生習得的狀況來看，兩種
重複作法的成效都還不錯。 
此外，兩位教師在作此代數運算推理時，不約而同地在商高定理式子上標示
「大」 、 「小」等註記協助來協助和紀錄運算推理。這個證明痕跡在許多學生的證
明中也多有呈現，可見學生的印象很深刻， 
再加上，兩位教師在推理時，都曾使用類似運算規則口訣，例如「減掉越小，
剩的越大；減掉越大，剩的越小」或是「大的要加小的，小的要加大的，等號才
會成立。」 ，學生應該因此更容易掌握運算規則。 
C 教師一開始先將半徑、弦長、弦心距用簡化的符號替代，降低了符號的複
雜度；而且只需討論一個商高定理式子中的兩個變數，應該比 A、B 教師列出聯
立符號方程式，討論六個物件間的大小不等關係，難度較低。 
C 教師在作細部的運算推理時，邊推理邊搭配問答，且教師使用生動的語句
「…它的大小觀念是互相消長的…」來描述求證的兩個變數間的變動關係，而且
有使用板書紀錄。 
研究者認為，C 教師降低代數推理中符號和運算的複雜度，過程簡潔，應該
是使得 C 班學生習得此局部推理的原因。 第肆章  研究結果 
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   學生現象乙-2-2：雖然 A、B 兩班學生都有掌握到教師所作符號代數運算推
理的內涵，不過卻都出現細部的運算推理錯誤。 
 
⌦  可能影響原因探討： 
雖然 A、B 教師在使用符號作代數推理花費不少心力，但是兩位教師在細部
的符號運算說明的詳細程度卻不相同。 
A 教師在推理時沒有提及細部的運算推理，當提及AM（CN）比較大（小）
時，教師直接在式子中的
2
AM （CN）標示大（小） ，而沒有特別說明中間平方
過後的大小關係不變。例如下面的教學片段： 
A 師：…..這是商高定理【把板書中的兩個式子前標上聯立符號】 。
OA和OC ，半徑一樣【說完把板書中的
2
OA 和
2
OC 一起圈
起來】 ，那AM這個不是比較大？【說完在板書的
2
AM 的旁
邊寫大】 ，CN比較小【說完在板書的
2
CN 的旁邊寫小】 。 
 
而 B 教師有提及細部的運算規則，不過限於口頭上原則性的說明，沒有寫
出詳細的運算過程。例如： 
B 師：這兩個相等【指式子中的
2
AO 和
2
CO 】 ，這個比較小【指
OM】 ，小的平方【指
2
OM 】是不是還是比較小？大的平方
還是比較大 【指
2
ON 】 ，那大的要加什麼？ 【指
2
CN 】 小的！
小的要加大的，等號才能夠怎麼樣？成立。 
結果，雖然兩班的學生在大體上的運算推理沒有問題，但常出現的是細部運第肆章  研究結果 
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算的錯誤，例如
22 2 2
OM AM ON CN
OM AM ON CN
+=+
→+=+
或
22 2 2 2
222 2 2
OM AB AM OM AM
ON CD CN ON CN
⎧⎧ =− = − ⎪⎪ → ⎨⎨
⎪⎪ =− = − ⎩⎩
等
化簡商高定理式子的錯誤。 
研究者認為除了口語的強調說明外，若能再搭配詳盡板書紀錄，應該更有助
於學生習得較複雜的推理歷程。 
 
   學生現象乙-2-3：A、B 兩班大部分的學生，再利用商高定理式子作代數運
算推理時，不會受到式子型態的影響。而且大多數學生並
不是將教師的推理照單全收，而有加入自己的推理歷程，
但仍保有教師的推理內涵。 
進一步現象說明： 
 
A 班學生在 open(2)寫證明時，大部分是寫出與教師不同型態的商高定
理式子（例如：
22
22
OM OA AM
ON OC CN
⎧ =− ⎪
⎨
⎪ =− ⎩
、
222 2
OM AM ON CN +=+ ） ，但仍能在
式子中標示出「大」 、 「小」 ，可看出將教師的推理內涵運作其上。 
不過，在教師證明的脈絡下（填空型問卷） ，少數學生會被式子型態綁
住，無法沿用教師的式子作運算推理，而是要先改寫成自己在 open(2)的式
子型態才能作運算推理。 
而 B 班學生是多出教師不曾做的推理歷程：將式子
222
22 2
OA OM AM
OC ON CN
⎧ =+ ⎪
⎨
⎪ =+ ⎩
合併成
222 2
OM AM ON CN +=+ 。 
 
⌦  可能影響原因探討： 
研究者發現，A、B 老師都只用一個型態的式子作運算推理，並沒有特
別換另一個型態的式子再做一次運算推理。 第肆章  研究結果 
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研究者首先懷疑學生可能是受到補習或是課本內容的影響。先檢查課本
的內容，發現課本所使用的商高定理式子型態與學生所寫的不同，先排除課
本對學生的影響。接著進一步找出曾在補習班聽過本題證明的學生作答，結
果如下表 4-4-17。 
 
表 4-4-17 
     式子型態
補習與否 
A 班學生（共 10 人） B 班學生（共 6 人） 
與教師相同 與教師不同 與教師相同 與教師不同 
在補習聽過 1 人 5 人 1 人 2 人 
未在補習聽過 1 人  3 人  2 人  3 人 
註：數據來自 A、B 兩班配對組合，每班各 24 人。 
 
從上表 4-4-17 發現兩個現象，其一：曾在補習班聽過類似教師證明內
容的學生，大部分利用與教師不同型態的式子推理，可見補習有某種程度的
影響。其二，不曾在補習班聽過類似教師證明的學生，也是大部分利用不同
於教師的商高定理式子作推理。扣除掉補習、課本的影響，研究者認為這些
學生應該是對於教師的運算推理加以內化 ， 故能夠應用到不同型態的商高定
理式子中作推理。 
 
   乙-3：重要轉折「作輔助線，連接半徑」 
學生主動憶取「連接半徑」的現象已經在前面的乙-1-2 報導過了，在此
部份要報導的是三班學生在教師的推理脈絡下被動連結的表現、以及與主動
憶取表現的差異。 
 
   學生現象：C 班在 open(2)主動憶取「連接半徑」的學生，在教師的推理脈
絡下（在填空型問卷的填空 C-2-1）完全沒有提及「連接半徑」 ，
空格內不是空白、就是僅寫出構圖作法，而且也沒有在圖形中連
接半徑。然而 A、B 兩班的學生則幾乎可以兩邊都同時抓取到。 第肆章  研究結果 
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⌦  可能影響原因探討： 
從教學面向，C 教師課堂中作推導時，僅是在圖中連接半徑，而沒有用
板書紀錄「作（連接）OA 」 ，而且教師的板書紀錄，如下圖 4-4-5 所示，不
容易讓學生意識到證明的第一個步驟是「連接半徑」 。 
 
 
 
 
 
 
在前面學生現象乙-1-2 提到，C 班學生雖然有主動憶取「連接半徑」 ，
但幾乎都僅是在圖中連接半徑，只有 1 人有寫出「作OA 」 。 
前述抓取到 「連接半徑的」 5 人，在圖形中連接兩條半徑，而其在 open(2)
寫出的推理內容、紀錄的格式幾乎跟 C 教師完全相同，例如用來假設半徑、
弦長 、 弦心距的符號 、 直接在圖形中假設符號等紀錄方式等都幾乎一模一樣 。  
研究者懷疑學生對於教師紀錄的板書印象深刻，可能將「假設符號」視
為證明的第一步驟，對於「連接半徑」僅是圖形的 image，而不是一個重要
的成份。 
從學生在 open(2)所作的證明中，完全不曾出現過描述構圖作法的現
象，加上學生選擇填入的是構圖作法而不是「作（連接）OA 」 ，可見「連
接半徑」這個運作對 C 班學生來說並不是很重要的成份。 
學生在 open(2)寫證明時，因為需要靠自己製造直角三角形，可能因此
引動連接半徑的步驟；但到了填空問卷，在證明一開始就挖空，等於是強迫
學生填入 something。此時，學生可能心想第一步驟（假設符號）已經被寫
出來了，只好轉向圖形中找答案，描述構圖作法。 
圖 4-4-5第肆章  研究結果 
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造成 C 班學生這個現象的原因，一方面是來自於 C 教師在推導的過程
中，沒有表現出連接半徑的重要性，隱沒在前面連續流暢的教學節奏中，並
且沒有在用板書紀錄來紀錄「連接半徑」 。 （上圖 4-4-5） 
二方面，C 教師證明本身脫離原本幾何情境，當填空問卷提供商高定理
式子
22 2 t
rd( )
2
=+ 後，由於該方程式的符號是脫離原本代表的物件，可以獨
自運算的，可能因此削弱了學生對於連接半徑的需求 （參考學生現象乙-5） 。  
 
   乙-4：重要轉折「連結作代數推理所需的條件」 
在前面的學生現象乙-3-1 有提到，三班中能夠主動憶取到教師證明的學
生幾乎都能作出代數運算的局部推理，也就是說這些學生在列出商高定理式
子之後，幾乎都能主動連結到所需的條件，即能主動作出這個轉折。 
但是，能主動憶取到教師證明的學生不多，研究者接著要探討的是三班
全班學生在提供教師推理的脈絡下，是否能被動連結到作代數運算推理所需
用到的條件？ 
 
   學生現象：在教師推理脈絡下，三班學生在轉折「帶入所需條件」的表現是
A、C 兩班的學生相近且較 B 班學生為佳。B 班學生常出現缺少
帶入已知條件OM ON < 或重複寫出商高定理式子，無法轉折向
下的情形。 
 
表 4-4-18 
班級（全班人數） A 班（26 人） B 班（23 人） C 班（26 人） 
能連結到所需條件
的學生人數 
16 人（62％） 9 人（39％） 17 人（65％） 
註：數據來自三班配對組合 
 
⌦  可能影響原因探討： 第肆章  研究結果 
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雖然三個轉折都是發生在列出商高定理式子之後，接著要帶入所需的條
件，使得下一個步驟代數運算或是變數討論得以進行。但是事實上，因為帶
入的條件的屬性不同，可能使得這三個轉折對學生的難度有所不同。 
先從這三個轉折帶入的條件的屬性來看。A 教師證明帶入的條件
OA OC = 、AM CN > ，都是前半段證明過程中產生的新條件，而且AM CN >
是在列出商高定理式子之前，才剛推出的成份。 
B 教師證明帶入的條件是OA OC = 、OM ON < ，其中OM ON < 是證明
的已知條件，並且在前半段的證明中還沒有使用到，因此要作代數運算時，
是要從原來的證明脈絡之外抓進來。 
而 C 教師證明與 A、B 教師的證明差異較大，要帶入的條件「r 是定值」
不在證明前半段的脈絡中，也不是證明題目預定的已知條件，而是來自於一
個幾何概念。此外，還要從幾何概念（圓的半徑固定）切換到代數概念（r
是定值） ，才能帶入商高定理式子中使用。 
從前面的討論，感覺上 C 教師證明所需帶入的條件「r 是定值」脫離證
明的脈絡最遠，可能最不容易連結。但是，在教師的推理脈絡下，C 班全班
有六成五的學生可以連結到所需的條件「r 是定值」 。C 教師是怎麼做的呢？
接著從教學手法來探討三位教師在此轉折的作法。 
研究者比較三位教師在帶入所需條件的轉折處的教學，發現最大的差異
在於：A、B 兩位教師都是自行直接說出來，而 C 教師卻利用問答，點學生
起來回答問題的方式，來帶入所需的條件。 
C 師：所以我們現在可以得到的是：r 的平方會等於 d 的平方，在
加上二分之 t 的完全平方【邊說邊寫出板書
22 2 t
rd( )
2
=+ 】 。
這關係式是不是永遠存在？xx 同學，請你再回答一個問題。
請問這個式子裡面哪個東西是固定的？是一個定值？是常
數？（學生：沉默 2 秒） 
C 師：在圓裡面，當他這圓是固定的話，哪一個東西是被固定的？第肆章  研究結果 
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（學生：r） 
C 師： 【在板書的 r 旁邊寫上 「定值」 】 ，r 是不是半徑？ （學生：對…）  
C 師：半徑被固定了，那
2 r 是不是還是一個定值？（學生：
對…） 
從上面的教學片段 ， C 教師一開始提出半開放性問題 ， 而且利用問句 「…
這個式子裡面哪的東西是固定的？是一個定值？是常數？」 來切入需要帶入
條件的時機。當學生跟不上教師的思考跳躍時，C 教師提出具引導性的問題
「在圓裡面，當他這圓是固定的話，哪一個東西是被固定的？」 ，接著再問
學生，最後再利用板書在式子的 r 旁標示「定值」 。研究者認為 C 教師的問
答讓學生注意到這個轉折，並刺激學生思考，提高感知。 
而 A、B 教師證明時在寫出商高定理式子後，都是立刻將所需帶入的條
件說出來，幾乎沒有停留的時間。不過，兩位教師在寫成形式證明時，都有
用板書詳盡地紀錄。也就是說，兩位教師在處理這個轉折的教學手法是沒有
明顯差異的。那麼造成兩個班級學生表現差異的原因可能來自於什麼？ 
研究者進一步分析 B 班學生未成功作出轉折的原因 ， 最主要的原因是 B
班學生缺少的寫出已知條件OM ON < （6 人） ，其次則是再一次寫商高定理
式子或是改寫教師的式子。 
研究者懷疑帶入條件的屬性不同是造成差異的原因之一。研究者認為，
A、B 兩位教師的證明在推出商高定理式子之後，證明過程中新增的條件有
不等關係、以及龐雜的符號式子，攜帶的資訊量已經達到某種程度的高點。
而 B 教師所需帶入的是已知條件，在前面的證明脈絡中仍隱而未用，不是
在前半段證明過程中能看到並找到的條件，學生不易連結。 
此時，研究者建議可以藉由問答、或是觀察商高定理式子中的物件，讓
學生思考手邊未用的條件共有哪些，應該可以提昇在這個轉折的習得。 
 
   乙-5：三個班級在兩個重要轉折的綜合表現 第肆章  研究結果 
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   學生現象乙-5-1：在教師的推理脈絡下，A、B 兩班學生幾乎都是兩個轉折
一起作出來；如果沒有作出「連接半徑」 ，常常也作不出
「連結所需的條件」 。 
   學生現象乙-5-2：部份 C 班學生在教師的推理脈絡下，就算沒有作出「連接
半徑」 ，依舊能夠就著題目所提供的式子
22 2 t
rd( )
2
=+ ，連
結到所需條件「r 是定值」 。 
 
⌦  可能影響的原因探討： 
從證明內容的屬性來看 ， C 教師的證明從列出商高定理式子
22 2 t
rd( )
2
=+
後，幾乎完全脫離原來的幾何情境，聚焦在
22 2 t
rd( )
2
=+ 純粹在處理代數的
問題，對原本圖形物件，以及物件關係的需求極低。 
從 C 班學生在填空型問卷的作答，研究者感覺，學生只要有式子
22 2 t
rd( )
2
=+ 就能引動接下來的代數推理，證明的前半段是否有連接半徑、
是否形成直角三角形並不會有太大的影響。 
然而，A、B 教師所作的證明，使用的是物件的原始符號，必須搭配圖
形才有意義，而且 A、B 教師的證明在列出商高定理式子之後，都要代入的
條件是OA OC = ，而這個條件幾乎是在圖中連接的半徑而來，所以兩個轉折
之間的關係頗為密切。兩位教師在講解證明時，會邊說明邊指圖形（尤其是
A 教師） ，應該增強證明內容與圖形的連結，學生易於一起抓取兩個轉折。 
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第伍章 結論與建議 
第一節  結論 
 
壹、 學生對於教師所作幾何推理證明之習得情形 
 
（一）學生在主要成分的抓取情形 
 
1.  學生在抓取主要成分時，下列兩種類的成分學生常不寫出來： （1） 「從
已知條件推論出圖形中物件間關係」 、 （2） 「利用性質『弦心距會垂直平
分弦』推出的成分」 。學生在作證明時，雖然常常不明確地寫出上述兩
種成分，但是常將其隱含在其他主要成分的推理過程中。 
 
2.  研究者發現學生在憶取主要成分時 ， 有兩種常見的特別情形 ， 分別是 「外
型相近，但未抓取推理精神」 、 「有抓取但紀錄格式不嚴謹」 。 
 
3.  研究者發現學生在憶取教師證明的主要成分時，憶取到的幾乎都是連續
的成分，較少出現零星抓取或是跳躍抓取的情形。不過，有時會出現跳
躍抓取的情形，並且有「固定必抓取成分組合」的出現。也就是說，學
生會自行將某步驟或成分作緊密地串連。 
 
4.  教師所作的是『說明』或是『證明』 ，對學生來說有很大的差別。學生
反而較容易看出形式化的證明的結構，抓取到全部的主要成分。反觀在
切線性質，教師作的是解釋說理，學生卻反而不容易看出證明的結構，
不易抓取到主要成分。學生對於教師所作的是『說明』或是『證明』 ，
重視程度有所不同，應該也是造成學生習得差異的原因之一。 第伍章 結論與建議 
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（二）學生在局部推理的抓取情形 
 
1.  學生最常出現的狀況是「僅寫出結論的斷言形式」 ，也就是說，學生可
以抓取到某些主要成分，但不見得抓取到推出該主要成分的局部推理。  
 
2.  除了最常見的斷言現象之外，學生也蠻常出現「只寫出推理時應用的性
質與結論，而沒有寫出推理的前提」的現象，有時是僅寫出性質，前提
和結論都沒有寫出來。研究者發現，局部推理的前提若是圖形中的物
件、或物件間關係，並且再應用幾何性質就能推出結論的局部推理，學
生容易出現未寫前提，只有性質和結論，甚至是僅寫出性質的現象。 
 
3.  學生在憶取教師的推理證明時 ， 有時會在證明中嵌入學生自己的局部推
理，不全是教師所作的局部推理。 
 
（三）學生在主要成分的邏輯序列之抓取情形 
 
絕大多數的學生在抓取主要成分時，都有掌握到主要成分之間的邏輯序
列。只有極少數學生出現從求證倒推的現象；絕大多數的學生仍是從已知條
件或新增輔助線開始，也就是所謂的”從頭開始”作證明。 
 
 
 
 
 
 第伍章 結論與建議 
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（四）學生在習得教師所作推理證明的整體表現 
 
相較於以解釋說理方式的幾何證明，學生較易於看出形式化的證明的
整體結構，較易抓取到全部的主要成分。 
學生在憶取主要成分時，幾乎有注意到成分間的邏輯序列，雖然不盡
然會跟教師完全相同，但都是邏輯正確的序列。 
有時，學生能抓取到成分，但不見得抓取到教師所作用來推出成分的
局部推理，較常見的是直接寫出成分（結論） ，而沒有推理過程；少數學
生在部分成分會利用自己的局部推理來推得，不全是教師所作的局部推
理。 
雖然，學生在記錄格式上不甚嚴謹，沒有習得教師的紀錄形式，偶而
會出現一些紀錄格式上的不嚴謹或是自創的紀錄格式，但大多數都算是有
抓取到教師的推理精神，並且也還算是可接受的表達形式。 
從學生在憶取教師的證明過程中，加入自己的局部推理，作出不同於
教師但是可接受的邏輯排序，並且使用自創的紀錄格式；雖然前述的這些
現象不見得會集中在一個學生的證明中，但即使是零星地出現，也可以某
種程度地反映出學生在憶取教師證明時是含有自己內化過後的推理證
明，而不全然只是模仿教師。 
 
（五）學生在重要轉折之抓取情形 
 
1.  學生或許有建立起某些步驟間的串連，但不見得有經歷過或是清楚轉折
中的思維切換。 
 
2.  可能因為圖形的直觀性強、或是對於轉折所含的某些概念內化程度深，
學生不見得會跟著教師作細膩的步驟轉折，而是跨大步驟的轉折。 第伍章 結論與建議 
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3.  轉折中所包含的思維切換越多，學生越不容易習得；但可經由教學手法
或教學內容安排，增加學生習得的機會。 
 
4.  受到證明精神脈絡的影響，轉折間可能有相互關連，所以學生常出現同
時抓取兩個重要轉折、或是同時兩個轉折都沒有抓取的情形。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 第伍章 結論與建議 
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貳、 教師教學對學生習得教師所作推理證明之可能影響 
 
1.  提供學生相同或相似推理歷程，可能有助於學生掌握教師推理證明的結構。  
2.  教師在課堂中聚焦過多的教學主題，可能稀釋教師在推理證明教學中的教學
成效。 
3.  學生的注意程度很可能影響到教師使用的教學手法的成效。 
4.  教師在講解證明時，若僅是口頭解釋，使用圖形的頻率太低，學生缺乏視覺
上可供操作的物件，學生一方面要自行形成心像，一方面要隨時自行 keep
產生的新資訊，不易習得教師的推理證明。 
5.  課堂中其他的推理證明內容、證明用圖之間可能互相干擾，影響學生習得。  
6.  除了口語的強調說明外，教師若能再搭配詳盡板書紀錄，應該更有助於學生
習得較複雜的推理歷程。 
7.  在證明中需要新增輔助線或輔助點時，除了直接畫在圖中，多利用板書紀
錄，有助於增加學生的感知。 
8.  教師引導學生作局部推理時，適時拋出開放性較高的問題，引導學生自行去
連結推理中所需用到的性質條件；或僅是教師自行作推理，僅提出封閉性的
問題，使得學生只能作被動的確認。前者使得學生較容易習得該局部推理。  
9.  教師在證明中的重要轉折處，藉由拋問或點學生起來回答問題的方式，有助
於讓學生注意到這個轉折，刺激學生思考，提高感知。 
10.  證明中有些轉折所包含的思維切換很多，教師若未帶學生好好地經歷這些切
換，學生不易建立起步驟間穩固的串連。 
11.  重複說明，是教師常用的強調方式。有時多次地重複相同內容可能有助於學
生習得；但是，單純地重複也不見得一定奏效，若能先引起學生的注意程度，
應能增加重複說明的成效。 
12.  教師講解推理證明的過程中，若用語過多，學生不容易抓到教學重點與推理第伍章 結論與建議 
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證明中的結構。 
13.  教師在作推理時，搭配使用類似口訣的語句、或是利用生動的語句描述推理
的內涵，可能有助於學生掌握某些運算推理的內涵。 
14.  補習某種程度會影響學生習得教師的推理證明，但在補習時聽過類似教師所
作的推理證明，不見得能增強學生的習得，也很可能是造成干擾。 
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第二節  建議 
 
（一）對教學的建議 
 
1.  教師可藉由教學內容安排，讓學生在類似的證明題先經歷相同或相似的推理
歷程，讓學生對整個推理流程更加熟悉，掌握教師證明的結構。 
2.  教師應衡量課堂中的教學主題密度，避免過多的教學內容，影響教學成效。  
3.  教師除了口語講述之外 ， 善加利用板書和圖形 ， 幫助學生習得教師推理證明 。  
4.  教師可先分析欲教學之推理證明，在教學時可利用拋問等方式，引起學生注
意證明中的重要轉折，幫助學生抓取轉折。 
5.  單純的重複不見得能提昇教學成效，教師應適時切換不同的教學手法。 
6.  推導局部推理時，避免僅是教師在作推理，可利用拋問開放度較高的問題，
引導學生思考局部推理所需帶入的條件性質，有助於學生習得教師所作的局
部推理。 
 
（二）對未來研究的建議 
 
1.  由於教師教學可以討論的面向極廣，研究者無法一一探討，僅所選擇在
一般國中教學課堂中教師常使用的教學手法，探討對於學生習得教師所
作推理證明之可能影響。若能將探討的面向擴大，應能探尋到更深入的
影響學生習得幾何推理證明的教學因素。 
 
2.  影響學生習得教師推理證明的原因，可能不僅是發生在局部的、當下短
暫的證明教學片段。由於研究者僅進入教學現場，觀察 2～3 次教師的
教學，對於教師與學生長期以來的互動模式、教師教學特質可能掌握的
不夠充分。若能延長觀察的時間，應能對更多學生習得情形提出答案。  第伍章 結論與建議 
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3.  關於研究者對於幾何推理證明結構的分析，在主要成分、局部推理、重
要轉折等各面向並沒有作進一步的類型區分。至於不同類型之主要成
分、局部推理、重要轉折對學生的習得是否產生不同難度？如何影響學
生習得教師的推理證明，或許是未來可以發展的研究面向。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 切 
點 
O 
切 
線 
 
中山國中  九年     班      號 
 
 
 
 
上節課，老師說明切點和圓的位置關係。 
 
（1）請在空格填入應有的敘述，讓下面那句話完整。 
 
切點和圓心連接起來                       。 
 
（2）接續你在（1）的答案，請說明理由。 
¾  你可以選擇用下列任何一種方法： （請勾選） 
□○ 1 老師的說明    □○ 2 自己的說明 
¾  請在下面的空格中作答： 
 
 
 
 
 
 
 
 
附錄 1-A-1 
下面的問題，你可以： 
¾  用自己的話敘述。或是使用符號，像老師敘述的方式。 
¾  需要時，可以畫新的圖形。 （不必尺規作圖，但以清楚為原則。） 
¾  或是直接使用問卷的圖形，但是請把你用到的所有符號都標示上去。 
準備接受 
挑戰了嗎？  
中山國中  九年    班     號 
 
下面是『切點跟圓心連接起來會垂直切線』的說明過程。 
請在空格中填入應有的過程，來完成這個說明。 
注意：每個空格中可以不只一個式子。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
請在下面選項中，勾選最符合的答案。 【此資料不會外洩！】 
◎ 你是否曾在補習班或是家教時，聽過類似上面的推導過程？ 
附錄 1-A-2 
1.  假設 L 和圓 O 相交於切點 A  
因為 A 是 L 和圓 O 唯一的交點 
所以 A 點在 L 上也在圓上 
2.   
 
 
3.  因為 B 點在圓外，所以OB r > （r 是半徑）
 又 因 為 A 點在 L 上也在圓上，所以OA r =
4.   
 
 
 
5.  OA垂直 L，也就是切點跟圓心連接起來會
垂直切線 
 
 
切點 
A 
O 
L 切線 □ 沒聽過      □ 有聽過，在學校老師教到 之前□  或 之後□ 
 
中山國中  九年 22 班     號    
 
 
 
 
上節課，老師把「直線和圓的位置關係」做分類。 
 
（1）請在空格填入應有的敘述，使得下面那句話
完整。 
圓心到切線的距離                    。 
 
（2）接續你在（1）的答案，請說明理由。 
¾  你可以選擇用下列任何一種方法： （請勾選） 
□○ 1 老師的說明    □○ 2 自己的說明 
¾  請在下面的空格中作答： 
 
 
 
 
 
 
 
附錄 1-B-1 
下面的問題，你可以： 
¾  用自己的話敘述。或是使用符號，像老師敘述的方式。 
¾  需要時，可以畫新的圖形。 （不必尺規作圖，但以清楚為原則。） 
¾  或是直接使用問卷的圖形，但是請把你用到的所有符號都標示上去。 
準備接受 
挑戰了嗎？ 
割線 
不相交 
切點 
L 切線
O  
中山國中  九年 22 班     號    
下面是『圓心到切線的距離等於圓的半徑（OM＝r） 』的說明。 
請在空格中填入應有的過程，來完成這個說明。 
注意：每個空格中可以不只一個式子。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
請在下面選項中，勾選最符合的答案。 
◎ 你是否曾在補習班或是家教時，聽過類似上面的推導過程？ 
附錄 1-B-2 
放心！我不會
說出去的 
L 切線 
O 
M 
1.  過圓心 O 對切線 L 做垂線 
 假 設 L 和垂線的交點是 M ，半徑＝r 
2.   
 
 
3.  所以切點跟圓心的距離等於 r，切線上
其他的點到圓心的距離都大於 r 
4.   
 
5.  又因為通過圓心對切線做的垂線有垂 
直距離 
6.   
 
 
 
7.  所以OM＝r，也就是說圓心到切線的 
距離等於圓的半徑 
 
 
 □ 沒聽過      □ 有聽過，在學校老師教到 之前□  或 之後□ 
 
中正國中  九年 17 班     號 
 
 
 
 
 
昨天老師說明「圓和直線的交點情形」 。 
 
（1）請在空格填入應有的敘述，使得下面那句話完整。 
 
當圓心 O 到直線的距離剛好就是半徑時，                        。 
 
（2）接續你在（1）的答案，請說明理由。 
¾  你可以選擇用下列任何一種方法： （請勾選） 
□○ 1 老師的說明    □○ 2 自己的說明 
¾  請在下面的空格中作答： 
 
 
 
 
 
 
附錄 1-C-1 
下面的問題，你可以： 
¾  用自己的話敘述。或是使用符號，像老師敘述的方式。 
¾  需要時，可以畫新的圖形。 （不必尺規作圖，但以清楚為原則。） 
¾  或是直接使用問卷的圖形，但是請把你用到的所有符號都標示上去。 
H 
L
O 
d  r 
這兩天，謝謝你們！ 
因為你們的認真 ， 研究才能
完美成功！  
 
中正國中  九年 17 班     號 
『如果圓心到直線 L 的距離剛好等於半徑，那麼 L 與圓的交點只有一個。』  
下面是『   』內那段話的說明過程。 
請在空格中填入應有的過程，來完成這個說明。 
注意：每個空格中可以不只一個式子。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
請在下面選項中，勾選最符合的答案。 【請放心！資料不會外洩！】 
◎ 你是否曾在補習班或是家教時，聽過類似上面的推導過程？ 
附錄 1-C-2 
1.  令OH＝d 
因為圓心到 L 的距離剛好是半徑 
 所 以 L 上有一點與圓相交 
2.   
 
 
3.  因為△PHO 是直角三角形，所以OP＞d 
 而 OH（＝d）是半徑，所以OP＞d＝r 
4.   
 
 
 
 
5.  所以 L 與圓 O 的交點只有一個 
 
 
L  H 
O 
d  r O
□ 沒聽過      □ 有聽過，在學校老師教到 之前□  或 之後□ 
 
 
中山國中  九年    班     號 
 
 
 
 
昨天老師教過弦心距和弦的長度之間的關係。 
請問： 
（1）長短不同的弦與他們所對的弦心距，關係為何？ 
                                      
                                      
 
（2）接續你在（1）的答案，請說明理由或證明。 
¾  你可以選擇用下列任何一種方法： （請勾選） 
□○ 1 老師的證法    □○ 2 自己的證法    □○ 3 自己的說明 
¾  請在下面的空格中作答： 
 
 
 
 
 
 
附錄 2-A-1 
下面的問題，你可以： 
¾  用自己的話敘述。或是使用符號，像老師敘述的方式。 
¾  需要時，可以畫新的圖形。 （不必尺規作圖，但以清楚為原則。） 
¾  或是直接使用問卷的圖形，但是請把你用到的所有符號都標示上去。 
這兩天，謝謝你們！ 
因為你們的認真 ， 研究才能
完美成功！  
 
中山國中  九年     班     號 
下面是『大弦對小弦心距，小弦對大弦心距』的證明。 
請在空格中填入應有的過程，來完成這個證明。 
注意：每個空格中可以不只一個式子。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
請在下面選項中，勾選最符合的答案。 【此資料不會外洩！】 
◎ 你是否曾在補習班或是家教時，聽過類似上面的推導過程？ 
附錄 2-A-2 
1.   
  
2.  因為OM AB ⊥ 、ON CD ⊥  
所以
1
AM AB
2
= 、
1
DN CD
2
=  
3.  又因為AB CD > ，所以AM CN >  
4.  因為△AOM 和△CON 是直角三角形 
 所 以
22 2
222
OM OA AM
ON OC CN
⎧ =− ⎪
⎨
⎪ =− ⎩
 
5.   
 
 
 
 
6.  所以OM ON < ，即大弦對小弦心距 
 
 
O 
B  A 
C 
D 
M 
N 
【已知】AB CD >  
 OM AB ⊥ 、ON CD ⊥  
【求證】OM ON < ， 
即大弦對小弦心距 □ 沒聽過      □ 有聽過，在學校老師教到 之前□  或 之後□ 
 
中山國中  九年 22 班     號 
 
 
 
 
 
昨天老師教過弦心距和弦的長度之間的關係。 
請問： 
（1）長短不同的弦心距與它們所對的弦，關係為何？ 
                                      
                                      
 
（2）接續你在（1）的答案，請說明理由或證明。 
¾  你可以選擇用下列任何一種方法： （請勾選） 
□○ 1 老師的證法   □ ○ 2 自己的證法    □○ 3 自己的說明 
¾  請在下面的空格中作答： 
 
 
 
 
 
 
附錄 2-B-1 
下面的問題，你可以： 
¾  用自己的話敘述。或是使用符號，像老師敘述的方式。 
¾  需要時，可以畫新的圖形。 （不必尺規作圖，但以清楚為原則。） 
¾  或是直接使用問卷的圖形，但是請把你用到的所有符號都標示上去。 
這陣子，謝謝你們！ 
因為你們的認真 ， 研究才能
完美成功！ 
O  
 
中山國中  九年 22 班     號 
下面是『小弦心距對大弦，大弦心距對小弦』的證明過程。 
請在空格中填入應有的過程，來完成這個證明。 
注意：每個空格中可以不只一個式子。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
OM ON <  
 
 
 
 
 
 
請在下面選項中，勾選最符合的答案。 【此資料不會外洩！】 
◎ 你是否曾在補習班或是家教時，聽過類似上面的推導過程？ 
附錄 2-B-2 
1.   
  
2.  因為OM、ON為AB、CD的弦心距 
所以 CNO AMO 90 ∠ =∠ = ∘ 
且CD 2CN =  
AB 2AM =  
3.  因為△CON 和△AOM 是直角三角形 
222
222
CO ON CN
AO OM AM
⎧ =+ ⎪
⎨
⎪ =+ ⎩
 
4.   
 
 
 
5.  所以2AM 2CN >  
6.  因此AB CD > ，即小弦心距對大弦 
 
 
O 
A 
B  C 
D 
N 
M □ 沒聽過      □ 有聽過，在學校老師教到 之前□  或 之後□ 
 
 中正 國中  九年 17 班     號 
 
 
 
 
昨天老師教過弦心距和弦的長度之間的關係。 
請問： 
（1）弦心距與它所對應的弦的長度，關係為何？ 
                                
                                
 
（2）接續你在（1）的答案，請說明理由或證明。 
¾  你可以選擇用下列任何一種方法： （請勾選） 
□○ 1 老師的證法    □○ 2 自己的證法    □○ 3 自己的說明 
¾  請在下面的空格中作答： 
 
 
 
 
 
 
 
附錄 2-C-1 
下面的問題，你可以： 
¾  用自己的話敘述。或是使用符號，像老師敘述的方式。 
¾  需要時，可以畫新的圖形。 （不必尺規作圖，但以清楚為原則。） 
¾  或是直接使用問卷的圖形，但是請把你用到的所有符號都標示上去。 
A  H  B
D 
C 
O 
 中正 國中  九年 17 班     號 
下面是『當弦心距愈短時，它所對應的弦愈長』的證明過程。 
請在空格中填入應有的過程，來完成這個證明。 
注意：每個空格中可以不只一個式子。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
請在下面選項中，勾選最符合的答案。 
◎ 你是否曾在補習班或是家教時，聽過類似上面的推導過程？ 
□ 沒聽過      □ 有聽過，在學校老師教到 之前□  或 之後
附錄 2-C-2 
1.   
 
2.  令弦AB長＝t，弦心距OH＝d，半徑＝r 
3.  因為弦心距會把弦垂直平分 
所以
t
AH
2
=  
4.  因為△AOH 是直角三角形 
所以
22 2 t
rd( )
2
=+  
5.     
 
 
 
 
6.  所以當弦心距愈短時，它所對應的弦愈長 
 
 
我不會告訴 
別人的！ 
A  H  B 
D 
C 
O 
d  
z  主要成分編碼（A 教師切線） 
code  C1 編碼 
20  寫出「除了 A 以外，L 上其他的點都在圓外」 
10  寫「在 L 上任取一點 B」 ，並在其他成分說明 B 點在圓外 
79  其他情形。 
99  未提及。 
 
code  C2 編碼 
20  寫出「在 L 上任取異於 A 的 B 點」 
10  寫出「在 L 上取一點 B」或在圖中描點，在其他成分說明所取的 B 點是任意的點。 
70  僅寫出「在 L 上取一點 B」或僅在圖中描一點 B。 
79  其他情形。 
99  未提及。 
 
code  C3 編碼 
20  寫出「OB OA > 」 ，或是「切線上其他點到圓心的距離大於切點到圓心的距離」 。 
10  寫出OB r > 、OA r = ，但沒寫出OB OA >  
79  其他情形。 
99  未提及。 
 
code  C4 編碼 
20  寫出「A 點是切線上所有點到圓心距離最短的點」或「OA是圓心到切線的最短距離」
70  寫「OA是最短距離」 
79  其他情形。 
99  未提及。 
 
code  C5 編碼 
20  OA L ⊥ 或「切點與圓心的連線會垂直切線」 。有無寫出性質無妨。 
10  前面有「OA是圓心到切線的最短距離」 ，再寫出性質「點到線的最短距離是作垂線」
70  斷言求證 
79  其他情形。只寫性質「點到線的最短距離是作垂線」 ，相關的敘述。 
99  未提及。 
 
 
 
 
附錄 3-A-1  
z  主要成分編碼（B 教師切線） 
 
code  C1 編碼 
20  寫出「作垂線OM」垂直切線 
70  連接圓心和切點並標有垂直記號（可能只是知道這個性質，因為老師證明完後，一直
強調垂直）而且跟老師作的垂線形式不同 
79  其他情形。例如：連接圓心和切點，但未標垂直記號。 
99  未提及。 
 
code  C2 編碼 
20  有寫出「切線上切點以外其他的點到圓心的距離大於半徑」 
10  有寫出「切線上除了切點以外其他的點都在圓外（不在圓上） 」 
70  僅推出「切點在圓上」或「切點到圓心的距離等於半徑」 
71  僅寫出「切線與圓只有一個交點，即切點」 
79  其他情形 
99  未提及。 
 
code  C3 編碼 
20  寫出「切點到圓心的距離是（圓心到切線上所有點的或到切線）的最短距離」 
10  隱含在 SP4，提到「…最短的只有一點，就是切點」 
79  其他情形 
99  未提及。 
 
code  C4 編碼 
20  寫出「垂線會通過切點」 （前提是在 SP1 有提到作垂線） 
70  僅寫出「切點和圓心的連線會垂直切線」 （在 SP1 未做垂線） 
71  在圖中連接圓心和切點，並標有垂直記號 
79  其他情形。 
99  未提及。 
 
code  C5 編碼 
20  寫出OM r = （有作垂線OM） 
70  寫出「圓心到切線的距離等於半徑」 （未做垂線） 
79  其他情形。 
99  未提及。 
 
附錄 3-B-1 
z  主要成分編碼（C 教師切線） 
 
code  C1 編碼 
20  寫出「直線 L 與圓有一交點 H」 ，或其他相關敘述。 
10  寫出「H 在圓上」 。 
79  其他情形。 
99  未提及。 
 
code  C2 編碼 
20  寫出「在 L 上任取異於 H 的 P 點」 
10  寫出「在 L 上取一點 P」或是僅在圖形描點，但在其他成份說明所取的 P 點是任意點
或 L 上除了 H 外的所有點。 
70  僅寫「在 L 上取一點」 ，或僅是在圖形上描一點 
79  其他情形。 
99  未提及。 
 
code  C3 編碼 
20  寫出OP OH > 或OP d >  
10  僅寫出「直角三角形斜邊會大於股」 
79  其他情形。 
99  未提及。 
 
code  C4 編碼 
20  寫出OP r > 或OP d r >= 
21  寫出 P 在圓外（不在圓上、不是交點） 
22  寫出除了 H 以外，L 上其他的點都在圓外（不在圓上、不是交點） 
79  其他情形。 
99  未提及。 
 
code  C5 編碼 
20  寫出 L 與圓 O 只有一個交點 
21  寫出除了 H，L 上其他的點都在圓外（不在圓上、不是交點） 
70  斷言求證 
79  其他情形。 
99  未提及。 
 
附錄 3-C-1  
z  主要成分編碼（A 教師弦心距） 
code  C1 編碼 
20  寫出作OA和OC （兩條半徑） 
21  僅在圖形中連接兩條半徑 
70  作 3 或 4 條半徑 
79  其他情形。例如只做 1 條半徑，或其他輔助線。 
99  未提及。 
 
code  C2 編碼 
20 
寫出
1
AM AB
2
= ，
1
CN CD
2
= （意思相同的敘述即可） 
21  OM，ON垂直平分弦AB，CD 
10 
隱含在 SP3 中。即寫出
11
AB CD AB CD AM CN
22
>⇒ > ⇒ > 
11  僅寫出弦心距會垂直平分弦。 
12  僅在圖形中標有等線段記號。 
79  其他情形。 
99  未提及。 
 
code  C3 編碼 
20  寫出AM CN >  
10  隱含在 SP4 中。即僅寫在商高定理式子上。 
79  其他情形。 
99  未提及。 
 
code  C4 編碼 
20  列出兩個高定理式子。可能已經利用條件將兩個式子合併。 
10  僅寫商高定理。 
79  其他情形。例如只列一條商高式子，或是利用商高定理作數值計算。 
99  未提及。 
 
code  C5 編碼 
20  寫出OM ON <  
10  OM ON < 僅標示在商高定理式子中。 
79  其他情形。 
99  未提及。 
附錄 3-A-2  
z  主要成分編碼（B 教師弦心距） 
code  C1 編碼 
20  寫出連接OA和OC （長短弦任選一條半徑連接） 
21  僅在圖形中連接兩條半徑 
70  連接 3 或 4 條半徑 
79  其他情形。例如只做 1 條半徑，或其他輔助線。 
99  未提及。 
 
code  C2 編碼 
20  寫出AB 2AM = ，CD 2CN = （意思相同的敘述即可） 
21  OM，ON垂直平分弦AB，CD 
10  隱含在 SP3 中。即寫出AM CN 2AM 2CN AB CD >⇒ > ⇒> 
11  僅寫出「弦心距會垂直平分弦」 
12  僅在圖形中標有等線段記號。 
79  其他情形。 
99  未提及。 
 
code  C3 編碼 
20  列出兩個高定理式子。可能已經利用條件將兩個式子合併。 
10  僅寫「商高定理」 。 
79  其他情形。例如只列一條商高式子，或是利用商高定理作數值計算。 
99  未提及。 
 
code  C4 編碼 
20  寫出AM CN >  
10  隱含在 SP4 中。即僅寫在商高定理式子上。 
79  其他情形。 
99  未提及。 
 
code  C5 編碼 
20  寫出AB CD >  
10  隱含：有寫出AB 2AM = ，CD 2CN = ，但局部推理只做到AM CN 2AM 2CN >⇒ > 。
79  其他情形。 
99  未提及。 
 
 
附錄 3-B-2  
z  主要成分編碼（C 教師弦心距） 
code  C1 編碼 
20  寫出連接OA（任選一條半徑連接） 
21  僅在圖形中連接一條半徑 
10  隱含在其他成分 
70  連接 2 條半徑 
79  其他情形，例如其他輔助線。 
99  未提及。 
 
code  C2 編碼 
20 
寫出
t
AH BH
2
== （意思相同的敘述即可） 
21  OH垂直平分弦AB  
10 
隱含在其他成分中。例如：在 SP4 寫出
22 2 t
rd( )
2
=+ 。 
11  僅寫出「弦心距會垂直平分弦」 
12 
標示在圖形中。例如：在圖形的AH旁寫上
t
2
。 
79  其他情形。 
99  未提及。 
 
code  C3 編碼 
20  列出一個高定理式子。 
10  僅寫「商高定理」 。 
79  其他情形。例如利用商高定理作數值計算。 
99  未提及。 
 
code  C4 編碼 
20  寫出 d 越大，t 越小（OH越大，AB越小） 
10  記錄在 C4 的式子上。 
11 
一般性敘述。或寫出
22 t
d( )
2
+ 是定值 
79  其他情形。 
99  未提及。 
 
 
附錄 3-C-2  
A 老師切線 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
附錄 4-A-1 
  1.  假設 L 和圓 O 相交於切點 A 
因為 A 是 L 和圓 O 唯一的交點 
所以 A 點在 L 上也在圓上 
2.   
 
 
 
3.  因為 B 點在圓外，所以OB r > （r 是半徑） 
 又 因 為 A 點在 L 上也在圓上，所以OA r =  
4.   
 
 
 
 
5.  OA垂直 L，也就是切點跟圓心連接起來會 
垂直切線 
除了 A 以外，L 上其他點都在圓外 
在 L 上任取一點 B 異於 A 
連接OB 
所以OB OA >  
所以 A 點是 L 上所有點到圓心距離最短 
因為點到直線的最短距離是作垂線 
下面是『切點跟圓心連接起來會垂直切線』的說明過程。 
請在空格中填入應有的過程，來完成這個說明。 
注意：每個空格中可以不只一個式子。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
切點
A
O
L 切線
code 空格作答 
20  在 L 上任取一點 B 
10  在 L 上取一點 B 或僅在圖中描點，但在
後面說明所取的點是任意點或所有點 
70  僅「在 L 上取一點 B」或僅在圖中描點 
79  其他情形 
99  空白 
code 空格作答 
20  A 是圓心到 L 上所有點中距離最短的點 
OA是圓心到 L 的最短距離 
10  隱含（與 SP5 合併） 
70  僅「OA是最短距離」 
71  OA L ⊥ 與OA最短距離之間邏輯混淆 
79  其他情形 
99  空白  
B 老師切線 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
code 空格作答 
20  切點在圓上和切線上其他的點在圓外 
10  切線與圓只有一個交點，就是切點 
79  其他情形 
99  空白 
附錄 4-B-1
下面是『圓心到切線的距離等於圓的半徑（OM＝r） 』的說明。 
請在空格中填入應有的過程，來完成這個說明。 
注意：每個空格中可以不只一個式子。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
L 切線 
O
M 
1.  過圓心 O 對切線 L 做垂線 
 假 設 L 和垂線的交點是 M ，半徑＝r 
2.   
 
 
 
3.  所以切點跟圓心的距離等於 r，切線上 
其他的點到圓心的距離都大於 r 
4.   
 
 
 
5.  又因為通過圓心對切線做的垂線有垂 
直距離 
6.   
 
 
 
 
7.  所以OM＝r，也就是圓心到切線的距離會等
於圓的半徑 
在切線上，只有一個點在圓上，其他的
點都在圓外 
所以切點到圓心的距離最短，因為它等
於半徑 
而最短距離等於垂直距離 
而最短的只有一點，就是圓上面那個切
點，這個垂線剛好通過切點 
code 空格作答 
20  切點到圓心的距離最短 
79  其他情形 
99  空白 
code 空格作答 
20  垂線通過切點 
21  垂直距離就是最短距離，切點到圓心距
離最短（如果 4 沒寫出來） 
22  垂直距離等於最短距離（如果 4 有寫出
來） 
79  其他情形 
99  空白  
C 老師切線 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
附錄 4-C-1 
 
『如果圓心到直線 L 的距離剛好等於半徑，那麼 L 與圓的交點只有一個。』 
下面是『   』內那段話的說明過程。 
請在空格中填入應有的過程，來完成這個說明。 
注意：每個空格中可以不只一個式子。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1.  令OH＝d 
因為圓心到 L 的距離剛好是半徑 
 所 以 L 上有一點與圓相交 
2.   
 
 
3.  因為△PHO 是直角三角形，所以OP＞d 
 而 OH（＝d）是半徑，所以OP＞d＝r 
4.   
 
 
5.  所以 L 與圓 O 的交點只有一個 
在 L 上任取一點 P，異於 H 
連接OP 
所以 P 在圓 O 外 
所以除了 H 以外，L 上其他點都在圓外 
L  H
O
d r
code 空格作答 
20  在 L 上任取一點 P 
10  在 L 上取一點 P 或僅在圖中描點，但在
後面說明所取的點是任意點或所有點 
70  僅「在 L 上取一點 P」或僅在圖中描點 
79  其他情形 
99  空白 
code 空格作答 
20  P 在圓外（不在圓上、不是交點） 
10  除了 H，L 上其他的點都在圓外（不在圓
上、不是交點） 
11  寫出點與圓的位置關係，隱含 P 在圓外
或不在圓上 
70  L 上其他的點到圓心的距離大於 r 
71  L 上其他的點到圓心的距離大於 d （OH）  
79  其他情形 
99  空白  
A 老師弦心距 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
code 學生作答 
20  有寫出作（連接）半徑OA、OC 
21  僅在圖形上連接兩條半徑OA、OC 
79  其他。例如畫出四條半徑 
99  空白 
附錄 4-A-2 
下面是『大弦對小弦心距，小弦對大弦心距』的證明。 
請在空格中填入應有的過程，來完成這個證明。 
注意：每個空格中可以不只一個式子。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
O
B A
C
D
M
N
【已知】AB CD >  
OM AB ⊥ 、ON CD ⊥  
【求證】OM ON < ， 
即大弦對小弦心距 
1.   
  
2.  因為OM AB ⊥ 、ON CD ⊥  
所以
1
AM AB
2
= 、
1
DN CD
2
=  
3.  又因為AB CD > ，所以AM CN >  
4.  因為△AOM 和△CON 是直角三角形 
 所 以
222
222
OM OA AM
ON OC CN
⎧ =− ⎪
⎨
⎪ =− ⎩
 
5.   
 
 
 
 
 
6.  所以OM ON < ，即大弦對小弦心距 
作OA、OC 
因為OA OC = 、AM CN >  
所以
22
OA OC = 、
22
AM CN >  
所以
22
OM ON <  
code 學生作答 
20  寫出OA OC =  
10  OA OC = 僅標示在商高定理式子 
11  OA OC = 隱含在符號運算中 
79  其他 
99  空白（無填答其他答案） 
註：另一個中介結論AM CN > 可以明確地寫出、
僅標示在式子、隱含在符號運算中，皆可。  
B 老師弦心距 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
code 學生作答 
20  有寫出作（連接）半徑AO、CO 
21  僅在圖形上連接兩條半徑AO、CO
79  其他。例如畫出四條半徑 
99  空白 
code 學生作答 
20  寫出OA OC = 、OM ON <  
10  僅標示在商高定理式子 
11  隱含在符號運算中 
70  缺一個條件 
79  其他 
99  空白 
附錄 4-B-2 
A
B  C 
D
N 
M 
O
 
下面是『小弦心距對大弦，大弦心距對小弦』的證明過程。 
請在空格中填入應有的過程，來完成這個證明。 
注意：每個空格中可以不只一個式子。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
OM ON <  
 
 
 
 
 
 
 
1.   
 
2.  因為OM、ON為AB、CD的弦心距 
所以 CNO AMO 90 ∠ =∠ = ∘ 
且CD 2CN =  
AB 2AM =  
3.  因為△CON 和△AOM 是直角三角形 
22 2
222
CO ON CN
AO OM AM
⎧ =+ ⎪
⎨
⎪ =+ ⎩
 
4.   
 
 
 
 
5.  所以2AM 2CN >  
6. 因此AB CD > ，即小弦心距對大弦
連CO、AO
又CO AO = （半徑） 
OM ON <  
所以
22
AM CN AM CN >⇒> 
C 老師弦心距 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
code 學生作答 
20  有寫出作（連接）半徑OA 
21  僅在圖形上連接半徑OA 
79  其他。例如畫出 2 條半徑 
99  空白 
code 學生作答 
20 
寫出 r 是定值或
22 t
d( )
2
+ 是定值。 
79  其他 
99  空白 
附錄 4-C-2 
下面是『當弦心距愈短時，它所對應的弦愈長』的證明過程。 
請在空格中填入應有的過程，來完成這個證明。 
注意：每個空格中可以不只一個式子。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
A  H B 
D
C
O
d
1.   
 
2.  令弦AB長＝t，弦心距OH＝d，半徑＝r
3.  因為弦心距會把弦垂直平分 
所以
t
AH
2
=  
4.  因為△AOH 是直角三角形 
所以
22 2 t
rd( )
2
=+  
5.     
 
 
 
 
6.  所以當弦心距愈短時，它所對應的弦愈長
連OA 
因為 r 是定值，
2 r 是定值 
所以
22 t
d( )
2
+ 是定值 
所以 d 越大，
t
2
越小，t 越小  
  整堂課教學流程（切線） 
 
 
  A 班 B 班 C 班 
觀察課堂 10/22 第四節 10/19 第三節 10/15 第二節
施測課堂 
10/23 第六節 10/22 第七節 10/16 第四節
隔天數學課  隔週末數學課 隔天數學課 
 
10/22   A 教師課堂教學流程摘要表 
教學時間區間  花費時間  教學內容簡述 
00：00～00：50 50 秒  「圓」的概念。 
00：50～02：25 1 分 35 秒  「點與圓的位置關係」 
02：26～05：27 3 分 01 秒  「直線與圓的相交情形」 和 「直線與圓的位置關係」  
05：28～08：11 2 分 43 秒  「點到線的距離是過點對線作垂直線段」及證明。  
08：17～14：15 6 分 03 秒  ＊「切點與圓心連接起來會垂直切線」及證明。 
14：16～22：18 8 分 02 秒  「切線性質」及證明。 
22：46～24：15 1 分 29 秒  「弦」 、 「弦心距」的概念。 
24：16～27：27 3 分 11 秒  「弦心距會垂直平分弦」及證明。 
27：28～35：33 8 分 05 秒  「垂直平分弦、弧」性質及證明。 
35：34～43：57 8 分 23 秒  「在同圓或等圓中，等弦對等弦心距」及證明。 
註 1：教學內容簡述，以介紹的主題作為劃分；教學時間區間則包含有介紹主題、作證
明、應用性質作練習題或重複說明主題的時間。 
註 2：表中用黑框標示的教學主題有詳細的逐字稿。此外，標有＊的教學主題為研究者
欲探的主題。 
 
 
10/15  C 教師課堂教學流程摘要表 
教學時間區間  花費時間  教學內容簡述 
00：00～17：00 17 分 0 秒  弦心距問卷施測。 
17：01～23：36 6 分 35 秒  複習前節課的內容：大 （小） 弦心距對小 （大） 弦、
點與圓的位置關係。 
23：40～35：17 11分37秒  ＊推導「直線與圓的交點情形」 、介紹「直線與圓
的位置關係」 。 
推出性質「切線與圓心的連線等於半徑」 、 「這條半
徑跟切線垂直」 。 
35：18～41：46 6 分 28 秒  應用性質「切線與圓心的連線等於半徑」 、 「這條半
徑跟切線垂直」的計算題。 
41：47～44：59 3 分 12 秒  介紹「切線性質」 ，並作證明。 
註 1：教學內容簡述，以介紹的主題作為劃分；教學時間區間則包含有介紹主題、作證
明、應用性質作練習題或重複說明主題的時間。 
註 2：表中用黑框標示的教學主題有詳細的逐字稿。此外，標有＊的教學主題為研究者
欲探的主題。 
附錄 5-1  
 
10/19   B 教師課堂教學流程摘要表 
教學時間區間  花費時間  教學內容簡述 
00：00～06：46 6 分 46 秒  處理班務 
06：47～07：45 0 分 58 秒  介紹「圓」的概念 
7：46～17：37  分秒  介紹「點與圓的位置關係」 
19：08～25：44  分秒  介紹「直線與圓的交點情形」 
27：02～29：15  分秒  介紹「點到線的距離」 ，並作說明。 
31：23～36：40    推導「圓心到直線的距離與半徑的關係」 
38：57～41：10    介紹性質「圓心和切點連線會垂直切線」 
41：11～41：56    介紹符號∵和∴ 
41：57～43：40    應用「圓心到直線的距離與半徑的關係」作練習題 
註 1：教學內容簡述，以介紹的主題作為劃分；教學時間區間則包含有介紹主題、作證
明、應用性質作練習題或重複說明主題的時間。 
註 2：表中用黑框標示的教學主題有詳細的逐字稿。此外，標有＊的教學主題為研究者
欲探的主題。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  整堂課教學流程（弦心距） 
 
 
  A 班 B 班 C 班 
上課課堂 10/22 第八節 10/22 第八節 10/16 第四節
施測課堂 10/23 第六節 10/23 第四節 10/17 第一節
  隔天數學課  隔週末數學課 隔天數學課 
 
10/22   A 教師課堂教學流程摘要表 
教學時間區間  花費時間  教學內容簡述 
00：00～00：45 45 秒  複習上午課堂講的最後一個性質「等弦對等弦心
距」 。 
00：46～06：00 5 分 14 秒  介紹性質「在同圓或等圓中，大（小）弦對小（大）
弦心距」 ，並作證明。 
06：01～44：25 38分24秒  應用當天介紹的幾何性質，作計算題練習。 
註 1：教學內容簡述，以介紹的主題作為劃分；教學時間區間則包含有介紹主題、作證
明、應用性質作練習題或重複說明主題的時間。 
註 2：表中用黑框標示的教學主題有詳細的逐字稿。此外，標有＊的教學主題為研究者
欲探的主題。 
 
10/19   B 教師課堂教學流程摘要表 
教學時間區間  花費時間  教學內容簡述 
00：00～11：23 11分23秒  講解課本中與切線相關的例題（幾何計算題）  
10：23～14：55 4 分 32 秒  介紹性質「弦心距垂直平分弦」 ，並作證明。 
14：56～16：34 1 分 38 秒  延伸性質「弦心距垂直平分弦」 
16：35～20：33 3 分 58 秒  應用性質「弦心距垂直平分弦」作計算題 
20：34～28：30 7 分 56 秒 
介紹性質「在同圓中，等弦心距對等弦」 ，並作證
明。 
28：54～40：00 11 分 6 秒 
介紹性質「在同圓中，大（小）弦心距對小（大）
弦」 ，並作證明。 
40：01～42：50 1 分 49 秒 
討論課本題目 「如果是在等圓中討論兩弦的弦心距
與弦長的關係為何？」 
註 1：教學內容簡述，以介紹的主題作為劃分；教學時間區間則包含有介紹主題、作證
明、應用性質作練習題或重複說明主題的時間。 
註 2：表中用黑框標示的教學主題有詳細的逐字稿。此外，標有＊的教學主題為研究者
附錄 5-2 欲探的主題。 
 
10/16   C 教師課堂教學流程摘要表 
教學時間區間  花費時間  教學內容簡述 
00：00～04：26 4 分 26 秒  介紹「圓」的概念，以及討論生活中的圓 
04：27～06：25 1 分 58 秒  介紹「點與圓的位置關係」 ，並作計算練習題 
06：26～09：00 2 分 34 秒  介紹「弦」的概念，提出過圓心垂直弦的直徑會平
分弦 
09：00～09：33 33 秒  介紹「弦心距」概念 
09：34～13：45 4 分 21 秒  推導「弦心距與對應弦長的關係」 
13：46～14：16 26 秒  說明「直徑是圓內最長的弦」 
14：17～14：34 17 秒  說明「圓內兩弦的弦心距相等時，弦也會等長」 
14：35～44：38 30分03秒  檢討前次段考題目 
註 1：教學內容簡述，以介紹的主題作為劃分；教學時間區間則包含有介紹主題、作證
明、應用性質作練習題或重複說明主題的時間。 
註 2：表中用黑框標示的教學主題有詳細的逐字稿。此外，標有＊的教學主題為研究者
欲探的主題。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 附錄 6-A-1  1022 A 老師教學 
【切線】 
第二個我們要介紹的是直線和圓的位置關係【板書寫：直線↔圓】 。 
圓 O【畫出圓 O】 ，一條直線和圓的相交情況也是分成三種，這條直線 L 跟圓是沒有交點【畫出直
線 L】 ；再來這種只有一個交點，M【畫出直線 M】 ，只有一個交點喔，譬如說這個點，B 點【在直
線上描出 B 點】 ；再來兩個交點，N【畫出直線 N】 ，這個是 D、E 好了【在圖形的兩個交點旁標上
D、E】 ，是不是這三種情況？這三種嘛，不相交，相交於一點，相交於兩點。相交於一個點的我們
特別稱它為切線，這條線稱為切線【在圖中直線 M 旁標上切線】 ，相交於兩個點的這條線，我們稱
為割線【在圖中直線 N 旁標上割線】 。沒有問題喔，名稱你就把它記住。 
好，它們跟圓心的距離，圓心到這條線的距離，點到線的距離做垂直嘛【先過 O 點對不相交直線 L
做垂線後才說】 ，譬如說這是OA【在 L 上的垂足標上 A】 ，OA的長大於半徑，所以直線不相交，
直線 L 與圓不相交，沒有交點，那麼圓心到這條直線的距離當然就大於半徑【邊說邊寫板書：L
與圓 O 不相交⇒ OA r > 】 ，再來直線 M 只有一個交點，直線 M 與圓 O 相交於一個點，圓心到直
線的距離會等於半徑【邊說邊寫板書：M 與圓 O 相交於一點⇒ OB r = 】 ，這個等一下要再說明一
下。再來 N 跟圓 O 相交於兩個點，那麼OC的長當然就小於半徑【邊說邊寫板書：N 與圓 O 相交
於兩點⇒ OC r < 】 
 
 
 
 
 
 
 
【在黑板的圖，連接OB】你看，這裡為什麼會垂直？還要再說明喔！【在旁邊標上？】 ， 【過 O點對 N 做垂線交 N 於 C 點】OC小於半徑。這樣清楚嘛？如果這條直線跟圓不相交【手指直線 L
和圓 O】 ，圓心到這條直線的距離【手從圓心 O 指到垂足 A 點】大於半徑；如果只有一個交點【手
指 B 點】 ，叫做切線，圓心到這條直線的距離【手從圓心 O 指到垂足 B 點】等於半徑；如果相交
於兩點，圓心到這條直線的距離【手從圓心 O 指到垂足 C 點】小於半徑。反過來，如果說圓心到
這條直線的距離大於半徑【手指圖中的圓心和直線 L】 ，那代表不相交喔，反過來。如果等於半徑
呢？相交於一個點，切線【沒指圖形】 。如果相交於兩個點【手指圖中直線 N 與圓的交點 D、E】 ，
割線。好相交於一個點的這個點【手指圖中 B 點】 ，等一下我們還要特別再說明，那個交點叫做切
點。 【沒有在 B 點旁標示切點】 
師：第一個我們要先談的是點到直線的距離。一個點到一條直線的距離
代表什麼意思呢？【邊說邊寫板書：點↔直線的距離】譬如說直線 L，
P 點到直線 L 的距離是什麼意義呢?  就是過 P 點作垂線，譬如說交點是
A 【邊說邊畫圖】 ，那 PA就代表 P 點到直線 L 的距離。最短距離啦！ （略
停頓一下） 
兩個點之間的最短距離是這樣，A、B【畫出 A、B 兩點】 ，當然是連
接起來的線段是最短的啊【連結AB】 ，這樣不是比較遠…【連出兩
條曲線】 ，兩點間的距離當然是線段嘛。那一個點到一條直線的距離
就是做垂直線段，這個垂直線段就稱為 P 點到直線 L 的距離。 
為什麼PA是它的距離？你說它（指圖中的PA）是最短距離【在圖中的PA旁寫上短】 ，那為什麼
會最短?譬如說，我隨便找一個 B 點在旁邊，如果太近會看不清楚，我拉遠一點，PB【連接線段
PB】 ，PB的長一定比PA還要….【動作：邊說手在圖中PB和PA之間來去】 
學生： （沒有回應） 
師：PB的長一定比PA還要大，為什麼比PA還要大？ 
學生說：直角三角形… 
師：ㄟ..對（搶白） ，商高定理就好了嘛。喔，你是PB的平方是不是就等於PA平方加上AB平方【邊說邊寫板書】 ，對不對？斜邊當然是大於一個邊，商高定理啊！所以PB
當然會大於PA。那這個 B 點是除了 A 以外直線…，直線上面不是有無限多個點？【兩手手指沿
著直線來回劃】除了 A 以外【兩手同時指著圖中的 A 點】 ，我任意挑的點【手指圖中的 B 點】 。任
意挑的點，連接起來，都比它還大嘛【手指圖中PA】 。 （略停頓一下）那當然PA就最短啦，最短
距離，喔。我們不是這樣講嗎，你要證明你是全中山國中最矮的，你要證明他是中山國中最矮的 【手
指某個學生】 （學生笑，騷動） ，好了不要說廢話，你要證他是最矮的那就是他以外，隨便抓一個來
跟他比【教師閉起眼睛，作勢從全班其他學生中抽人】 ，比他還要高，不好意思，你是全中山國中
最矮的 （學生哄笑） ，懂意思嗎？那道理一樣啊 【教師回頭指 P-L 圖】 ，不要插嘴可以嗎？你要說PA
是最短的嘛，我說 A 以外【手指 A 點】 ，直線 L 上有無限多個點【兩手手指沿著直線來回劃】 ，A
以外我任意挑一個點【手指 B 點】 ，當然不要挑太擠，太擠會看不出來，所以我拉開來一點，好那
連接起來（連接PB） ，這個是不是都比它【手指PA】還要大？所以它當然最短。有沒有問題？
沒問題吧！點到線的距離就是作垂直。垂直線段。 
好，我們再回到剛剛的切線。圓 O，直線 L，切圓 O 於 A【邊說邊畫圖】 。
這個交點，只有一個交點，這個交點就是所謂的切點喔！剛剛說的這條稱
為切線，這個交點所謂的切點。這個切點跟圓心連接起來會垂直切線。 【邊
說邊連接圓心和切點，用色筆】 
為什麼？為什麼這樣會垂直？啊？為什麼切點和圓心連接起來會垂直切
線？【邊問邊指圖形】 
學生：因為….（幾個人零星回應，學生笑） 。 
師：就是回到剛剛的道理【手指剛才講最短距離板書】 ，好不要廢話，直線 L 和圓 O 是不是只有一
個交點？A 點，這是唯一的交點【邊說邊手指 A 點】 。所以這個 A 點
是不是在 L 上也在圓上？（做出繞圓的動作，繞兩圈） 
學生：對… 
老師：在 L 上也在圓上。那 A 以外的其他點【動作：兩手指以 A 為起點，沿著直線往兩邊畫過去】 ，在圓上，在圓內。在圓外? 
學生：圓外（全班） 
老師：都在圓外。好，那我就隨便抓一個點喔 【手指 A 點】 ，其他的點都在圓外喔 【兩手劃過切線】 ，
隨便找一個點，B 點在圓外【在直線 L 上，A 點左方畫上一個點 B。再手指 B 點】 ，連接起來【連
接OB】 ，OB的長來跟OA做比較，有沒有垂直現在還不知道【把垂直記號擦掉】 ，OB的長來跟
OA做比較，怎樣？ 
學生： （沒有反應，約 2 秒） 
師：在圓外不就大於半徑？【左手指著 B 點，右手在線段OB上劃】 
學生：對啊（幾個學生回答） 
老師：ㄟ？這不是一開始講的點和圓的位置關係？B 在圓外【手指 B 點】 ，那連接起來的OB不就
是會大於半徑！OB就會大於半徑，寫在這裡，OB就會大於 r【寫板書:OB r > 】 。A 是在直線上
面【手指 A 點】 ，也在圓上【做出繞圓的動作】 。 
學生： （無立即反應） 
師：直線 L 上面有無限多個點【手在切線上來回劃，教師表情強調】 ，其中這個 A 是 L 和圓 O 的
交點【一邊說，左手一直指著 A 點】 ，所以唯一在圓上【繞圓動作】的只有這個點【右手指圖中 A
點】 ，我是說在直線 L 上無限多個點，唯一在圓上的只有這個點哪【手指 A 點】？這一段長是不是
就是半徑？ 
幾個學生：對… 
師：OA是不是等於半徑【寫板書：OA r = 】 
學生：對…（幾個人回答） 
老師：所以當然OB就會大於OA【寫板書OB OA > 】 。這樣清楚了吧？【手指 B 點】 
學生：清楚…（幾個人回答） 
 
  
 
 
 
 
 
老師：好，不然你說這邊不行，我們換個方向，換右邊的好不好？ 
學生：好…（幾個學生回答） 
老師：右邊我隨便挑一個點喔，近一點好了，C【在直線 L 上，A 點右方畫上一個點 C。畫完後馬
上問】 。請問 C 在圓上、在圓外？【手一直指著 C 點】 
學生：…圓外…（全班回答） 
老師：也是在圓外啊！OC的長連接起來【邊說邊連接OC】 
一個學生：大於… 
師：是不是也是大於半徑？ 
學生：對啊…是…（全班回答） 
老師：而OA就是半徑啊【在圖中的OA旁寫上 r】 ，對不對？OA就是半徑嘛！ 
學生：嗯…對…（幾個人回答） 
老師：因此【語氣開始強調】 ，直線 L 上面無限多個點裡面【邊說邊沿著直線 L 來回比劃】 ，哪一
個點到圓心的距離會最短？ 
學生：A…（全班回答） 
老師：A！這個是不是最短的？【在板書OA旁標上「最短」 】 ，這樣清楚了嗎？驗證我們剛才所說
的，一個點到直線的最短距離【回頭指之前「P 到直線 L 的距離」圖】 ，當然就是做…垂線【手指
P-L 圖中的PA而且強調垂直符號】 ，是不是這樣？因此切點和圓心的連線是最短，所以垂直【在
圖中 A 點處標上垂直記號】 。這樣清楚嗎？ 學生：清楚…（幾個人回答） 
老師：有沒有概念？ 
學生：有…（幾個學生） 
老師：所以切點和圓心連結起來垂直切線【邊說邊指圖形】 。 
（看課本 28 頁，複習前面所提的性質） 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 附錄 6-C-1 
 
1016 C 老師教學 
【切線】 
師：今天要談到的是線跟圓的位置關係。昨天有談到點跟圓的位置關係，都是在找點跟圓心的距離
跟半徑的關係。今天也是一樣。線跟圓的位置關係，我們同樣要做這樣的一個探討。把圓心跟線之
間的距離來做一個規劃，我們分成三種情況來討論。像我畫的三種情況。 
第一個我通過圓心 O 對直線 L 做一個垂直距離，作OH讓它垂直於 L。 【寫：作OH L ⊥ 】 ，這三種
情況都做這樣的一個設計。 
首先呢，順便假設這一段距離為 d【寫：令OH d = 】 ，這段距離呢，可能比圓的半徑大【直接在圖
中半徑標上 r】 ，我所畫的第一種情況，這個 d 是不是大於半徑啊？【寫： （一）d＞r；在圖上標出
d】 
學生：對 
師：也可能 d 剛好等於半徑，這段長度剛好就是半徑【寫： （二）d＝r；在圖上標出 d】 。也可能是
第三種情況，d 小於半徑。如果這段長度 d 剛好比半徑來的短的話，這三種情況通通討論到了。在
討論的同時，我們就來考慮一下，在這三種設計之下，到底這條直線 L 跟圓的交點情況是怎樣呢？ 
 
師：先看第一種情況，如果 OH 線段的長度，d，比半徑的長度大的
話，根據點跟圓的位置關係來說的話，這個 H 點一定在圓外面，對
不對？【把圓形磁鐵放在圖中的 H 點上】 
學生：對 
師：對啊，因為這個 H 點到圓心的距離大於半徑嘛。所以一定在圓外。那其他的點呢?  【把圓形
磁鐵放在圖中 L 上的其他地方】圓外？還是有可能在圓上？ 
學生： （沉默 3 秒） 
師：ㄟ？沒反應。倒底是圓什麼？ 
學生：圓外… 
師：為什麼圓外？一樣要說明 O 到這個點（L 上的任意點）的距離比半徑來的大。要怎麼說明呢？現在就連起來就可以了。如果假設我任取了這點 P，這任意取的
喔，我們現在呢，假設任取一點 P，P 是在 L 上面任取的一個異於 H 的點，那麼這個 P 跟 O 做一
個連結，△PHO 是形成一個直角三角形，根據剛剛我們一直在用的性質，直角三角形裡面，哪一
邊最長？ 
學生：斜邊… 
師：斜邊，所以呢OP肯定會大於OH，而本身 d 已經設定大於 r 了【邊說邊寫板書：OP d r >>】 ，
所以利用這個遞移的觀念我們知道，O 到 P 的距離比半徑來的大，既然比半徑來的大，所以 P 一
定會在那裡？ 
學生：圓外… 
師：圓外【邊說邊寫板書：P 在圓外】 。H 點本身在圓外，其他的點也都在圓外，所以代表所有 L
直線上的點是不是都在圓外啦？所以你們告訴我，這個圓和這條直線 L 有沒有交點？ 
學生：沒有。 
師：沒有，所以這邊是 0 交點【邊說邊寫板書：0 交點】 。這邊我們所要探討的是 L 和與圓的交點
個數…。所以第一種情況就是沒有交點啊。那第二種情況是什麼樣呢？（10：12） 
師：第二種情況，如果我過這個圓心 O，對這條直線 L 的垂直距離剛好就是半
徑的話，既然等於半徑的話，表示 H 點有沒有在我們的直線 L 上面？ 
學生：有… 
師：有，對，最起碼有一點在直線 L 上面，對不對？所以直線 L 有一點跟它 （圓）
是相交的。那其他的點會不會在 L（口誤，應該是圓 O 上面）上面呢？ 
師：用同樣的方法，我一樣在這上面取一點 P【口說，無板書，拿一個磁鐵貼
在 L 上】 ，L 上面取一點 P，異於 H 點喔，一樣的，把 P 跟 O 做一個連結。根據剛剛一樣的說法，
△PHO 是一個直角三角形，斜邊仍然是最大邊， 
所以OP仍然會大於OH，這OH是不是我們的半徑 r？【邊說邊寫板書：
OP d > ＝r】 
學生：對… 
師：那麼 P 點到 O 的距離比半徑來的大，所以 P 點肯定就在圓 O 的外面【邊說邊寫板書：P 在圓 O 外】 
既然在圓 O 的外面的話，這個（指 P 點）是任意取的，所以除了 H 以外，是不是沒有任何點在圓
上面啦？ 
學生：對… 
師：所以你們告訴我，這樣 L 跟圓的交點應該有幾點？ 
學生：1 點… 
師：對，只有一個交點。只交於一點。 【寫板書：1 交點】 
【老師叫同學起來回答問題】 
師：這種線？我們稱它叫什麼線？ 
學生： （回答不出來） 
師：直線跟圓如果只產生一個交點的話，這樣的直線被稱為切線【在圖中 L 旁寫上「切線」 】 ，而
唯一的這個交點 【邊說邊用紅筆在圖中的 H 點塗好幾次】 ， 就被稱為切點 【在圖中 H 旁寫上 「切點」 】 。
這個非常重要喔，當你看到切線的時候，必須馬上了解，它們只交於一點，而且這個交點就是切點。
而且切點跟這個圓心的連線段【手指圓心和切點的連線段】 ，剛好就是誰？ 
學生：半徑… 
師：半徑。這個半徑會跟圓（口誤：應該是「切線」 ）怎麼樣？垂直。 【邊說邊指圖中的垂直符號】  
有了這個概念，我還有一個問題要問大家，這是一個作圖題目。好假設這是
圓 O【邊作圖邊說明】 ，圓 O 上面有一點 H，請你過 H 點作圓 O 的切線。圓
上面一點 H，那麼請你過 H 點，作這個圓的切線。我剛剛一直強調這個東西
【手指剛才d=r的板書】 ， 什麼叫切線？跟這個圓只有一個交點的線叫切線 【手
比出 1】 ，當你看到切線的時候第一個聯想就是，這個交點跟圓心的連線剛好
就是半徑【手指圖形，語氣強調】 ，而且這條半徑剛好會垂直這條切線。從這個方向去思考【教師
回頭看作圖題】 。 
師： 【教師詢問剛才未答出切線的學生】 你告訴我怎麼作？還是你要上來自己作？你說我作也可以。
好請說。現在只有這兩點啊，當然就從這兩點開始【手指圓心 O 和 H 點】 。 （13：49） 
（15：30）這個東西就是它的延伸，各位同學注意，只要是這條直線跟圓只有一個交點的話，它就
被稱為切線，那們切線跟圓的距離就是半徑，這個半徑剛好就會垂直這條切線。這非常重要喔，後面所有延伸出來跟切線有關的性質，都這個性質有密切關聯，所以一定要成為你身體的一部分。 
接下來呢，大於 r 跟等於 r 我們已經討論過了。接下來我們來看看，如果 d 這個長
度呢，小於 r 的話又是一個怎麼樣的狀況。我已經畫在這邊了，d 這個線段小於 r，
所以 H 點是不是在圓裡面啊？ 
學生：對… 
師：那你也可以看的出來，把它無限延伸，這條直線跟圓會截出一條弦，這條弦是
不是就是 AB 線段？ 
學生：對… 
師：我現在指關心它到底跟我們的圓有幾個交點？這個交點太明顯了 【教師拿兩個磁鐵放在圖中的
兩個交點上】 ，就是幾個？ 
學生：兩個。 
師：兩個交點【邊說邊在圖形下方寫「2 交點」 】 。這個比較沒有什麼探討的空間啊。這邊我們有個
特別的名稱，當它跟圓產生兩個交點的時候，這條線我們稱它叫什麼線？ 
學生：割線 
師：割線【邊說邊在圖中直線旁寫「割線」 】 。對，割線。我們現在圓跟線的位置關係就是包含這三
種。簡單地說，從交點的方向來思考的話，就可能是產生 0 個交點的、就可能是產生 1 個交點的、
就可能是產生 2 個交點的。如果是朝直線跟圓的位置關係來看的話呢，這邊 0 個交點的時候，圓心
跟圓的距離肯定大於半徑；如果 1 個交點的話，這叫切線呢，表示它有一個交點，這個交點跟圓心
的距離剛好等於半徑；如果他是割線的話呢，圓心到線的距離一定會小於半徑。這兩者都要互相連
結，成為你的一部分喔。接下來下面有許多練習，利用剛才這些呢，來應用它。 
 
 
 
 
 
 附錄 6-A-2  1022 A 老師教學 
【長短弦】(22：24) 
師：介紹完切線性質之後，我們接下來要介紹弦的性質。我們先來介紹弦心距。什麼叫做弦心距？ 
生：……（幾個學生碎碎細語） 
師：弦與圓心的距離。 【邊說邊寫板書】這樣叫做弦心距。我們剛才提到，什
麼叫弦？弦是什麼意思？ 
生： （沉默 2 秒） 
師：圓上相異兩點【邊說邊在圓上取點】 ，例如說 A、B，圓上相異兩點的連線
段叫做 AB 弦，弦 AB。好，弦跟圓心的距離【手在圖上的圓心和弦 AB 之間
點來點去】 ，那不就是點到線的距離，剛剛說過什麼？ 
生：垂直… 
師：做垂直。做這一段OM跟它垂直【說完畫出弦心距OM】 。這就是弦心距，
這樣瞭解了吧？（24：00） 
（36：00）先證明同圓或等圓中，等弦會對等弦心距。已經先利用商高定理做證明。 
（44：10）開始 
師：在同圓或等圓當中，等弦會對等弦心距【邊說邊寫板書】 ，我們說
反過來等弦心距對等弦。這是早上講的。那現在我們要講的是大弦，弦
越長，弦心距越短，小弦心距；大弦對小弦心距【板書是：大弦→小弦
心距】 ，那當然，小弦，弦越短，弦心距就越長，大弦心距。 【板書是：
小弦→大弦心距】 。 
師：一開始我們說這個方向。也是一樣的道理喔（指講解等弦對等弦心
距） ，我畫同圓當中，圓 O，一個是 AB 弦，CD 弦【邊畫圖邊說】 ，已
知 AB 弦大於 CD 弦 【邊說邊寫板書：AB CD > 】 ，那它們的弦心距OM
垂直AB【邊說邊寫板書：OM AB ⊥ 】 ，好這是OM垂直AB【邊畫圖邊說】 ，然後ON垂直CD【先畫圖再說、再寫板書：ON CD ⊥ 】 ，然後ON也是弦心距，要證明到
OM會小於ON【寫板書：求證OM ON < 】 。 
師：弦越短，弦心距越長【邊說邊指著圖中的弦 AB 和弦心距OM】 ；弦越長，弦心距越短【邊說
邊指著圖中的弦 AB 和弦心距OM】 。大弦【指圖中弦AB】對小弦心距【指圖中弦心距OM】 ；小
弦【指圖中弦CD】對大弦心距【指圖中弦心距ON】 。那證明也是一樣
啊。 
師：你就這樣連接起來就好了【邊說邊連接OA、OC】 ，也是商高定理，
我們請看這兩塊，△AOM，還有△CON 【老師用色筆在△AOM 和△CON
中劃上斜線】 ，請看這兩塊。那麼半徑OA和OC一樣嘛【邊說邊在圖上
標等長的畫記】 ，半徑一樣。那弦心距不是會平分弦？所以這兩個一樣【在圖中AM和BM 標上相
同×畫記】 ，弦心距平分弦 【在圖中CN 和DN標上相同□畫記】 ，所以這兩段相等。AB弦大於CD弦，
那一半還是比較大【在圖中的AM寫上「大」 】 ，一半還是比較小【在圖中的CN 寫上「小」 】 ，也就
是AM大於CN【邊說邊指圖中AM和CN 線段】 。然後由商高定理，商高定理是OM平方等於OA
平方減掉AM的平方【邊說邊寫出板書：
222
OM OA AM =−，手沒有指圖形中的線段】 ，ON平方
等於OC的平方減掉CN 的平方【邊說邊寫出板書：
222
ON OC CN =−】 。這是商高定理【把板書
中的兩個式子前標上聯立符號】 。OA和OC，半徑一樣 【說完把板書中的
2
OA 和
2
OC 一起圈起來】 ，
那AM這個不是比較大？【說完在板書的
2
AM 的旁邊寫大】 ，CN 比較小【說完在板書的
2
CN 的旁
邊寫小】 。OA、OC相等【手指板書中的
2
OA 和
2
OC 】 ，那減掉越大【手指
2
AM 】 ，當然這地方就
越小 【在板書
2
OM 旁邊寫小】 ，減掉越小，這就越大 【在板書
2
ON 旁邊寫大】 。我們就可以知道OM
會小於ON【邊說邊指板書中的
2
OM 、
2
ON 】 。 
師：所以我們講第一個【在黑板上寫 1.】 ，作OA、OC。第二個，
因為OM垂直AB，ON垂直CD，所以我們馬上得到這個AM的長
等於二分之ㄧ的AB，CN 的長等於二分之ㄧ的CD，這是早上我們
談到的弦心距會平分弦。好，那你又告訴我們AB弦會大於CD弦嘛，所以一半當然會比較大啊，所以我們知道AM大於CN 。再來就是商高定理了嘛【直接使用剛才寫在黑板上的式子】 ，OM平
方是邊啊【邊說邊指圖中的OM】 ，斜邊OA平方減掉AM平方；同樣這裡也是商高定理【手指了
一下△CON】 ，ON平方也是一個邊啊【邊說邊指圖中的ON】 ，斜邊OC平方減掉CN 平方，那我
們剛才說AM比較大，CN 比較小【一手指圖中的AM旁的大、另一手指圖中的CN 旁的小】 ，那這
兩個，斜邊是半徑一樣【兩手指圖中OA和OC】 ，剩下來的一個就比較小【在圖中的OM旁寫小】 ，
一個就比較大【在圖中的ON旁寫大】 。 
【回去寫板書】因為OA等於OC，因此我們就可以得到OM小於ON。弦越長弦心距就越短，弦
越短弦心距就越長。 
當然先決條件必須是在同圓或是在等圓裡面，才會有這樣的關係。如果兩個圓半徑不一樣的話，你
要比較他們的長短當然就要算出來了。再來做比較。注意喔，先決條件必須是在同圓或是半徑相等
的圓裡面，才會有這樣的關係。 
那反過來也是一樣啊，弦心距越短，弦是不是就越長？弦心距越長，弦就越短。 【邊說邊指板書：
大弦↔小弦心距、小弦↔大弦心距】 。倒回來就不用證了，也是一樣用商高定理。這樣清楚了吧。
（50：06） 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 1023  B 老師教學 
【弦心距】 
【先叫同學唸課本例題 7 的題目】 
師：好，來看這個題目，題目告訴你，弦心距OM會小於ON【邊說邊在圖形下方寫
OM ON < 】 ，弦心距比較小，它要問你弦的關係。剛剛講相等的時候，弦心距相等，
弦是不是就相等?那現在說弦心距不相等的時候 ， 那麼弦會產生什麼樣的狀態?那一般
而言，我們是不是大的對大的？對不對，習慣性嘛，小的對小的，大的對大的。可
是你看我們這個圖形，這個弦心距比較小【指圖中OM】 ，但這弦比較怎麼樣【指圖
中AB】?大！這個弦心距比較大 【指圖中ON】 ，但看它的弦卻比較小 【指圖中CD】 。
ㄟ，可是我們不能夠光看喔!這個圖成立，其他的圖會不會也成立？對不對？所以我
們需要加以說明。也就是證明一下。剛剛講我們是利用三角形的
全等（指證明等弦對等弦心距時）來證明相等。全等是不是用來
證明相等？可是這裡它…它不等耶【沒有動作，回頭看長短弦的
圖形】 ，這個小、 這個大耶 【在圖中的OM旁寫小，在ON旁寫大】 。
如果是不等，我們能不能用三角形的全等啊？好像牛頭不對馬
嘴，因為全等是證明相等，對不對?  是不是這樣子啊？ 
師：我們來看看有沒有其他種的方法?當然我們在想其他種方法時，我們還是會想到
在這個圓裡面，常用的是半徑嘛。剛剛我們連接三角形是要證明三角形全等。那我
們就來試試看，一樣是連接三角形，可是卻不是用全等，因為用全等好像沒什麼用，
對不對?可是我們一時間也想不到其他種方法，如果你有當然可以用，如果沒有我們可以嘗試以前用過的方法，試試看。看看會不會產生其他的結果? 
師：我們把它連接起來，我找一個OC好了，隨便，再找一個OB..  OA或OB隨便，
OA好了【連接OC，OA】 。這樣連接起來，請問你這個三角形【指△CON】跟這個
三角形【指△AOM】 ，他們都是什麼三角形?直角三角形。 
師：這個是不是比較大?【指ON】 ，這個是不是比較小？【指
OM】 ，有沒有問題？他有一個什麼相同的東西?  好，OC是
不是等於OA?【在圖中線段 OA 和 OC 標上相同記號】有沒
有問題？我現在問的是第三，CN跟AM，你沒有辦法利用三
角形全等，能不能用其他的性質來說明誰大誰小？？【邊說邊在兩個三角形內劃上
斜線】 
一個學生:商高 
老師：因為我知道它是弦心距嘛，根據前面所學的，弦心距一定會怎麼樣?垂直又平
分。結果你發現有沒有辦法？有，為什麼有？ 
生： （沉默 2 秒） 
師：因為兩股平方和會等於斜邊的平方耶。當我斜邊一樣的時候 【指圖中OA和OC】 ，
一個比較大【指ON】 ，另一個【指CN】就要比較怎麼樣? 
幾個學生：小… 
師：小嘛，我們以前學過嘛，大的要加小的，如果你相等的東西，要相等，是不是
要大的加小的？然後這邊就要小的加大的【手往左邊一擺】 。不然怎麼會相等？而且
我們經過平方，邊長都是什麼數？正數，是不是?根據這樣子，我們就可以馬上寫出來，誰比較大？小的要加大的【手指圖中OM和AM】 ，AM比較大，兩倍以後，當
然比較大。結果我們得到一個相反的結論，什麼相反的結論？小弦心距對大弦【手
指圖中OM和AM】 。事實上同學你可以看到這裡，如果你從這裡距離圓心越遠，這
個弦是不是越短?你距離圓心越接近了，弦是不是越長，這弦心距是不是越短?【老師
拿圓規當作弦，慢慢靠近圓心】 
 
 
 
 
 
 
 
師：請問什麼時候最短?弦心距什麼時候最短?等於 0 嘛【讓圓規通過圓心】！那這時
候弦是不是最長？所以最長的弦就是直徑。同樣可以得到這個性質，有沒有問題？
我們先把這個證明寫出來。 
師： 【邊說邊寫板書】因為OM、ON為AB、CD的弦心距，我們還是把簡單的原因
和結果交代清楚。因為它是弦心距，所以我得到∠CNO＝∠AMO 等於幾度？等於
90 度。有沒有問題？且CD等於 2 倍的CN，AB等於 2 倍的AM。那麼一樣喔，寫
上 1、2、3 
那由○ 1 得，如果你要寫清楚，你在前面可以加一個連CO、AO。然後由○ 1 得，為什
麼由○ 1 得？因為這是什麼三角形?直角三角形。所以我們得到兩個CO的平方會等於
什麼？ON的平方，加CN的平方；AO的平方等於OM的平方，加AM的平方。有沒
有問題。  
【再解釋一次，沒有動作】 
師：我們把它連接起來的時候，因為它是弦心距，所以我們得到第一個垂直，第二
個，平分。因為等一下會用到所以我用○ 1 ○ 2 ○ 3 來代替。那麼由第○ 1 個得到，因為它
是 90 度，所以形成什麼三角形?直角三角形。所以得到兩個什麼?勾股定理，商高定
理，畢氏定理，這邊有沒有問題? 
生： （沉默 2 秒） 
【開始邊說邊寫板書】 
又CO等於AO，等於什麼？半徑。OM小於ON。 
【口頭敘述】 
這兩個相等【指式子中的
2
AO 和
2
CO 】 ，這個比較小【指OM】 ，小的平方【指
2
OM 】
是不是還是比較小？大的平方還是比較大【指
2
ON 】 ，那大的要加什麼？【指
2
CN 】
小的！小的要加大的，等號才能夠怎麼樣？成立。 
【邊說邊寫板書】 
所以…，因為小的要加大的，所以AM的平方，會大於什麼？CN的平方。有沒有問
題？ 
小的要什麼？【在式子中的
2
OM 標上小】 ，大的【在式子中的
2
ON 標上大】 ，要加小的【在式子中的
2
CN 標上小】 ；小的要加大的【在式
子中的
2
AM 標上小】 。因為它們都是正數，這樣子等號才會成立。 
所以AM大於CN，這是第 4【在式子後面標上○ 4 】 。然後由○ 2 ○ 3 ○ 4 得，得到什麼？一
半比較大，那整段就比較大，就得到AB大於CD。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
師：所以我們得到一個重要結論，因為它違反我們以前的感覺，大的要對大的，小
的要對小的。大弦心距對小弦，小弦就對大弦心距。大弦就對小弦心距這些都一樣。
事實上，我們也可以得到，當我（指弦）通過圓心的時候，弦心距是不是最小？因
為弦心距可不可以是負的啊？不可能嘛！距離不可能是負的嘛！那最小也只有到哪
裡？0，那 0 就是通過圓心。這個時候這個弦，這個最大弦就是直徑。有沒有問題？
沒有問題的話，把它寫下來。 
師：沒有問題的話，課本 73 頁，黃底黑字畫起來： 「若同一圓中的兩弦心距不等長，
則較短的弦心距所對應的弦較長」 ，就是小弦心距對大弦。反過來講，大弦心距就對
小弦。這樣有沒有問題？老師你不是說數學要雙向嗎？事實是結果已經推了嘛！… 
 
 
 附錄 6-C-2 
 
 
1015 C 老師教學 
【弦心距】 
 
師：弦心距和弦之間會有密切的關係。怎麼樣的關係呢？等一下要讓大家來導
導看。 
師：如果現在我把半徑連起來【連OA】 ，這個OA就是圓的半徑。我們一般都
把半徑設為什麼？ 
生：小 r… 
師：小 r。通常把半徑設為 r。令圓 O 的半徑為 r，順便把這條弦，弦 AB 的長度，令它為 t。把弦
心距，就是這裡的OH，令它為 d。 【邊說邊寫板書】 
剛才講過，這條弦心距一定會把這條弦怎麼樣？垂直平分。既然平分的話，這兩段（指 
AH和BH ）是一樣大的，這兩段都可以表為
t
2
。 【邊說邊在圖形上標示】 
 
 
師：請 XX 同學告訴我，這是一個直角三角形（△AOH 中劃上斜線） ，你會想到什麼？ 
生： （沉默 2 秒） 
師：XX 同學！請站起來。這是一個直角三角形你會想到 r、t、d 之間有一個密切關係。什麼樣的
密切關係？ 
生：畢氏定理。 
師：畢氏定理！說的好。畢氏定理告訴我們兩股的平方是不是等於斜邊的平方和？ 
全班學生：對！ 
師：所以我們現在可以得到的是：r 的平方會等於 d 的平方，在加上二分之 t 的完全平方【邊說邊
寫出板書
22 2 t
rd( )
2
=+ 】 。這關係式是不是永遠存在？xx 同學，請你再回答一個問題。請問這個
式子裡面哪個東西是固定的？是一個定值？是常數？ 
生： （沉默 2 秒） 
師：在圓裡面，當他這圓是固定的話，哪一個東西是被固定的？ 
生：r 
師： 【在板書的 r 旁邊寫上「定值」 】 ，r 是不是半徑？ 生：對… 
師：半徑被固定了，那
2 r 是不是還是一個定值？ 
生：對… 
師：當這邊【指板書
2 r 】是一個定值的時候，那麼
22 t
d( )
2
+ 是一個定值，那這時候它的大小觀念
應該是互相消長的 。 什麼意思呢？就是當 d 越大的時候 【邊說邊寫板書 「d 愈大」 】 ，這 【指
22 t
d( )
2
+ 】
加起來是一個定值喔，所以當 d 越大的時候，這個
t
2
就越小（全班同時回答「小」 ） ；
t
2
越小，是
不是就代表 t 越小啊？ 
生：對！ 
師：好，那 d 越大時，t 就會越小【邊說邊寫板書】 。那這是什麼意思？就是弦心距越大的時候，
那麼它所對應的弦就越…短。 
同樣的，反過來說，d 越小的時候，一樣的意思，這邊越小的時候【指板書中的
2 d 】 ，加起來是定
值，這時候 t 就越怎樣？ 
生：大… 
師：對，越大。 
一個學生：越長？ 
師：對，越，就是越大。所以這邊我們得到一個非常重要的性質，就是：當弦心距越短的時候，則
所對應的弦，所對的弦會越怎樣？【邊說邊寫板書】 
生：長… 
師：對，會越長。當弦心距越短的時候，所對的弦心距就越長。 【把板書畫底線強調】這個概念懂
不懂？ 
生：懂… 
師：懂的話請你們告訴我，圓裡面最長的弦是誰？ 
全班學生：直徑 
師：為什麼直徑是圓裡面最長的弦？它的弦心距是多少？ 
生：0…. 
師：0！ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  觀察班級學生原始 PR 值資料 
 
A 班原始 PR 值 B 班原始 PR 值 C 班原始 PR 值 
0635 99 2235 98 1703 99 
0834 99 2215 95 1709 99 
0820 99 2231 94 1746 99 
0801 99 2201 94 1738 98 
0716 98 2217 93 1741 98 
0803 98 2216 90 1713 97 
0836 98 2202 89 1737 96 
0817 98 2205 87 1743 96 
0602 96 2240 87 1736 95 
0843 96 2237 86 1728 93 
0634 95 2234 86 1733 92 
0702 95 2208 85 1719 91 
0816 95 2221 85 1731 91 
0636 94 2204 83 1744 90 
0734 94 2238 82 1742 89 
0717 93 2209 81 1716 87 
0603 91 2239 81 1706 86 
0711 91 2226 74 1729 85 
0738 91 2233 74 1712 84 
0715 91 2232 72 1715 84 
0616 90 2236 71 1730 82 
0639 90 2210 71 1732 78 
0735 90 2203 69 1704 75 
0637 89 2218 62 1714 72 
0601 89 2211 59 1727 72 
0835 87 2220 53 1718 71 
0615 85 2207 46 1739 71 
0644 85 2230 44 1702 69 
0617 84 2227 28 1710 68 
0837 82 2229 28 1726 68 
0630 81 2242 24 1734 67 
0640 81 2219 21 1740 60 
0832 80 2213 17 1708 55 
0809 80 2206 16 1735 54 
0736 79 2228 15 1701 50 
0638 78 2214 14 1717 50 
0739 75 2212 12 1720 50 
0743 73 2241 6 1707 41 
0805 73 2243 1 1711 25 
0838 71   
0740 62   
    
平均值 88.15  平均值 60.85 平均值 77.62 
標準差 9.06  標準差 30.6 標準差 18.4 
 
 
附錄 7-1  
  三班配對組合，學生之 PR 值資料 
 
A 班配對 PR 值 B 班配對 PR 值 C 班配對 PR 值 
0801 99 2235 98 1746 99 
0634 95 2215 95 1741 98 
0636 94 2231 94 1737 96 
0734 94 2201 94 1743 96 
0717 93 2217 93 1736 95 
0616 90 2216 90 1728 93 
0639 90 2202 89 1733 92 
0735 90 2205 87 1719 91 
0637 89 2240 87 1731 91 
0601 89 2237 86 1744 90 
0835 87 2234 86 1742 89 
0615 85 2208 85 1716 87 
0644 85 2221 85 1706 86 
0617 84 2204 83 1729 85 
0837 82 2238 82 1712 84 
0630 81 2209 81 1715 84 
0640 81 2239 81 1730 82 
0832 80 2226 74 1732 78 
0809 80 2233 74 1704 75 
0736 79 2232 72 1714 72 
0638 78 2236 71 1727 72 
0739 75 2210 71 1718 71 
0743 73 2203 69 1739 71 
0805 73  1702 69 
0838 71  1710 68 
0740 62  1734 67 
    
平均值 83.81  平均值 83.78 平均值 83.88 
標準差 8.52  標準差 8.38 標準差 10.12 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
附錄 7-2  
  兩班配對組合，學生之 PR 值資料 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
B 班配對 C 班配對
學生 PR 值 學生 PR 值
2235 98 1738 98
2215 95 1743 96
2231 94 1736 95
2201 94 1728 93
2217 93 1719 91
2216 90 1744 90
2202 89 1742 89
2205 87 1716 87
2237 86 1706 86
2221 85 1729 85
2208 85 1715 84
2204 83 1712 84
2238 82 1730 82
2233 74 1704 75
2226 74 1727 72
2232 72 1714 72
2210 71 1718 71
2236 71 1739 71
2203 69 1702 69
2218 62 1740 60
 
平均值 82.7 平均值 82.5
標準差 10.35222 標準差 10.59543
附錄 7-3 
A 班配對 
學生  PR 值 
0836  98 
0702  95 
0636  94 
0734  94 
0717  93 
0639  90 
0637  89 
0601  89 
0835  87 
0615  85 
0644  85 
0617  84 
0837  82 
0630  81 
0640  81 
0832  80 
0809  80 
0736  79 
0638  78 
0739  75 
0743  73 
0805  73 
0838  71 
0740  62 
 
PR 值平均＝83.25 
 
B 班配對 
學生  PR 值 
2235  98 
2215  95 
2231  94 
2201  94 
2217  93 
2216  90 
2202  89 
2205  87 
2240  87 
2237  86 
2234  86 
2208  85 
2221  85 
2204  83 
2238  82 
2209  81 
2239  81 
2226  74 
2233  74 
2232  72 
2236  71 
2210  71 
2203  69 
2218  62 
 
PR 值平均＝82.88  
 
 
A 班配對  C 班配對 
學生 PR 值   學生 PR 值
0817 98    1738 98
0716 98    1741 98
0602 96    1737 96
0702 95    1736 95
0717 93    1728 93
0715 91    1731 91
0637 89    1742 89
0835 87    1716 87
0615 85    1706 86
0617 84    1729 85
0837 82    1715 84
0630 81    1712 84
0809 80    1730 82
0736 79    1732 78
0638 78    1704 75
0739 75    1727 72
0805 73    1714 72
0743 73    1718 71
0838 71    1739 71
0740 62    1740 60
     
平均值 83.5   平均值 83.35
標準差 9.955163  標準差 10.61417
 
 
 
 
 